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За допомогою параперманентів трикутних матриць досліджу-
ються періодичні рекурентні дроби третього порядку 
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Вступ 
Однією із найбільш актуальних задач чисельного аналізу є задача 

про раціональні наближення алгебраїчних ірраціональностей. Для ква-
дратичних ірраціональностей ця задача вирішується за допомогою ра-
ціональних вкорочень періодичних ланцюгових дробів. Для раціональ-
них наближень ірраціональностей третього та вищих порядків було по-
будовано ряд алгоритмів, що узагальнюють ланцюгові дроби. При по-
будові таких алгоритмів використовувалися лінійні однорідні форми, 
дроби Фарея, матричний підхід тощо. Проте найбільш природним ви-
явився алгоритм Фюрстенау [3], розвинений в [1]. 

В статті вивчаються раціональні наближення кубічних ірраціона-
льностей за допомогою періодичних рекурентних дробів третього по-
рядку, побудованих на основі алгоритму Фюрстенау. Зауважимо, що 
випадок одно періодичних рекурентних дробів довільного порядку до-
сліджено в [1]. Ефективний алгоритм обчислення значень раціональних 
вкорочень періодичних рекурентних дробів третього порядку побудо-
вано у [2]. Тому в статті досліджуватимуться двоперіодичні та трипері-
одичні рекурентні дроби. 

1. Допоміжні поняття і твердження 
Розглянемо основні поняття теорії парадетермінантів трикутних 

матриць [4]. Нехай задано деяке числове поле K. 
Означення 1. Трикутну таблицю чисел 
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із числового поля К називають трикутною матрицею, а число n – її 
порядком. 

Означення 2. Параперманентом трикутної матриці (1) назива-
ють число 

( ) { },
1 1

1,

21

2221

11

1

111∑ ∑ ∏
= =++ =

+++++ −
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
n

r npp

r

s
pppp

nnnnn

r

ss
a

aaa

aa
a

Apper
K

KK

L

OLM
 

де сумування проводиться за множиною натуральних розв’язків рів-
няння 

,21 nppp r =+++ K  
а символом { }ija  позначено факторіальний добуток елемента ,ija що за-
дається рівністю 
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=
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Наведемо коротенькі відомості про рекурентні дроби k-го порядку 
[1]. Нехай задано два параперманенти трикутних матриць 

,

000

0

1

1
,2

,1

,1

,

,1
,1

,2

,2

,1

,1

,

1,1
1,3

1,2

1,2

1,1

1,1

1,

12
12

22

22

32

11
11

21

10

+−

−

−

−

−

−

−
−−

−−

−−

−−

−−

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

n

n
nk

nk

nk

nk

k
k

k

kk

kk

kk

kk

k
kk

kk

kk

kk

kk

kk
n

a
a
a

a
a

a
a
a

a
a

a
a

a
a
a

a
a

a
a

a
a
a

a
a

a
a
a
a

P

LL

OLLLLLM

L

L

OLLM
 

де ,,2,1,0 K=n  11 =−P  та 

,

00 1
,2

,1

,1

,

,1
,1

,2

,2

,1

,1

,

1,1
1,3

1,2

1,2

1,1

12
12

22

11

n

n
nk

nk

nk

nk

k
k

k

kk

kk

kk

kk

k
kk

kk

kk

kk

n

a
a
a

a
a

a
a
a

a
a

a
a

a
a
a

a
a

a
a
a
a

Q

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−

−

−

−

−

−
−−

−−

−−

−−

LL

OLLLLM

L

L

OLM  

де K,2,1=n , 10 =Q . 
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Зважаючи на те, що параперманент nQ  є параперманентом nP  без 

першого стовпця, відношення цих параперманентів 
n

n

Q
P  позначають че-
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де K,2,1,0=n , і називають раціональними вкороченнями рекурентного 
дробу k-го порядку, а границю цього відношення, якщо вона існує, при 
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і називають рекурентними дробами k-го порядку. 
При 3=k  раціональні вкорочення рекурентного дробу 3-го по-

рядку матимуть вигляд 
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і задовольняють рекурентні рівняння 

K

K

,4,3,2,
,4,3,2,

321

321

=++=
=++=

−−−

−−−

nQrQpQqQ
nPrPpPqP

nnnnnnn

nnnnnnn       (2) 

з початковими умовами 
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Означення 3. Рекурентний дріб 3-го порядку 
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елементи якого задовольняють умови 
mmrk pp =+ , mmrk qq =+ , mmrk rr =+ , km ,,2,1 K= , K,2,1,0=r . 

називають [1] періодичним рекурентним дробом 3-го порядку з пері-
одом k. 

В [1] показано, що за певних умов, періодичні рекурентні дроби 3-
го порядку збігаються до дійсних коренів кубічного рівняння. Таким 
чином, рекурсії (2) дають алгоритм обчислення раціональних набли-
жень кубічних ірраціональностей. 

2. Періодичні рекурентні дроби 
Розглянемо періодичний рекурентний дріб 3-го порядку, з періо-

дом 2: 
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Розкладемо чисельник цього дробу за елементами першого стовп-
ця: 
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В цій рівності параперманент i -го порядку з верхнім елементом 
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Тоді, спрямовуючи в рівностях (3), (4) n  до нескінченності, отри-
маємо систему рівнянь 
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або за допомогою параперманентів 

[ ] +

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
2

21
2

2

21

1

2
2

2

2
2

2

1

3

2
2

2

2

0

xqrp
p

rq
p

p
p
r

q
q
p
q

xp
p
r
q

 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2017. – № 1(37) 

86 

[ ]
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+
1

1

1

1

11
2

2

2

1

1

2
2

21

1
1

1

1

0

p
p
r
q

rxpq
q
p
q

r

p
p

rq

p
p
r
q

. 

Приклад 1. Нехай ,31 =q ,22 =q ,31 =p ,22 =p ,31 =r ,22 =r  тоді 
рекурентний дріб матиме вигляд  
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а раціональні вкорочення, які наближують дійсний корінь 
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Тепер розглянемо періодичний рекурентний дріб 3-го порядку, з 
періодом 3: 
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Розкладемо чисельник цього дробу за елементами першого стовпця: 
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Розкладемо чисельник дробу 
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Розкладемо чисельник дробу 
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Нехай існують границі 
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тоді останні три рівності запишуться у вигляді системи рівнянь: 
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а кубічне рівняння для знаходження x  матиме вигляд: 
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Приклад 2. Нехай ,31 =q ,22 =q ,13 =q ,31 =p ,22 =p ,13 =p  
,31 =r ,22 =r ,13 =r  тоді рекурентний дріб матиме вигляд  
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а раціональні вкорочення, які наближують дійсний корінь 

863421135,35614516305614516301
6
1 33 ≈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+++=x  кубічного 

рівняння 543824 23 ++= xxx , або 27192 23 ++= xxx  дорівнюють 

3
1
3

1 ==δ , 4
2
8

2 ==δ , 4
3

12
3 ==δ , 833,3
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69

4 ≈=δ , 8696,3
46
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5 ≈=δ , 

8626,3
393

1518
6 ≈=δ , 86364,3

1012
3910

7 ≈=δ , 863451,3
1472
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8 ≈=δ , 

863399,3
8631
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22230
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10 ≈=δ , 
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12 ≈=δ , 

86342133,3
488290

1886470
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14 ≈=δ , 
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4164231
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15 ≈=δ , 863421141,3

10725452
41436938

16 ≈=δ , 

863421135,3
15599888
60268937

17 ≈=δ , 863421135,3
910176068
353382159

18 ≈=δ . 
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