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В роботі досліджено умови нерегулярності за Аренсом перед-

спряженого простору до алгебри аналітичних функцій обмеженого 
типу на комплексній банаховій алгебрі. Показано, що даний передспря-
жений простір є алгеброю відносно операцій додавання і множення – 
«мультиплікативної» згортки лінійних неперервних функціоналів. 

Ключові слова: алгебра аналітичних функцій обмеженого типу, 
передспряжений простір, регулярність за Аренсом. 

 
1. Попередні відомості. 
Нехай A  – комплексна банахова алгебра з топологiчним базисом 

Шаудeра { }ke . Алгеброю ( )AHb  аналітичних функцій обмеженого типу 
називають простір всіх аналітичних функцій, які є обмеженими на 
обмежених підмножинах в A  (зокрема, в якості таких підмножин 
розглядаємо кулі rB  з центром в нулі радіуса Qr∈ ) з топологією, яка 
породжена зліченою системою напівнорм 

                                     ( )xff
rBxr ∈= sup .                      (1) 

Алгебра аналітичних функцій обмеженого типу є локально-
опуклим метризованим повним топологічним простором. 

Відомо, що операцію множення банахової алгебри A  можна про-
довжити у другий спряжений простір **A . Таке продовження (яке має 
назву продовження Аренса), взагалі кажучи, не є єдиним. Якщо дане 
продовження єдине, то алгебру A  називають регулярною за Аренсом.  

Означення 1. Білінійне відображення ( ) AAAyxB →×:,  назива-
ється регулярним за Аренсом, якщо ( ) ( )βααββαβα

yxByxB ,limlim,limlim = , 
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де ( ) ( )βα yx ,  – напрямленості з A , збіжні у *-слабкій топології 

простору **A . 
Іншими словами, білінійне відображення є регулярним за 

Аренсом, якщо його продовження у **** AA ×  не залежить від порядку 
взяття границі по напрямленостях, тобто є єдиним. У випадку, коли 
білінійне відображення є асоційованим з операцією множення в A , 
тобто ( ) xyyxB =, , то регулярність за Аренсом відображення B  означає 
регулярність за Аренсом алгебри A  і відповідне продовження 
( ) ******:,~ AAAyxB →×  є продовженням Аренса операції множення 

алгебри A  у **A . 
Якщо алгебра A  є комутативною, то відображення ( )yxB , , яке 

асоційоване з операцією множення, є симетричним, але його продов-
ження у **A  може виявитись не єдиним, а, отже, нерегулярним за Арен-
сом (наприклад, відомо, що продовження комутативної операції мно-
ження у **

1l  є некомутативним, а, отже, алгебра 1l  не є регулярною за 
Аренсом). 

Багато праць було присвячено питанню існування передспряже-
ного простору до локально-опуклого простору і вивченню його власти-
востей.  

У роботі [1] описаний спосіб побудови передспряженого просто-
ру до алгебри аналітичних функцій обмеженого типу ( )XHb  на довіль-
ному комплексному банаховому просторі X  з топологією, яка поро-
джена зліченою системою напівнорм (1). 

Використовуючи такий підхід, в даній роботі досліджено питання 
регулярності за Аренсом передспряженого простору до алгебри аналі-
тичних функцій на банаховій алгебрі A  а, також, показано, що перед-
спряжений простір також є алгеброю відносно операцій додавання і 
“мультиплікативної” згортки. 

В роботах [3], [5] побудовано і досліджено властивості так званої 
“мультиплікативної” згортки, яка пов’язана із операцією множення ба-
нахової алгебри A . Дана згортка є узагальненням відомого продовжен-
ня Аренса операції множення банахової алгебри на спряжений простір 
до алгебри аналітичних функцій обмеженого типу ( )AHb . 

Означення 2. Для будь-яких лінійних функціоналів ( )AHb
*, ∈ψϕ  і 

довільної аналітичної функції обмеженого типу ( )AHf b∈  
“мультиплiкативною” згорткою називається композиція: 

( )( ) ( )( ) [ ]( )( )xyffQf x ψϕψϕψϕ ==∗ : , 
де ψ  дiє на ( )xyf  як на функцiю вiд y, а ϕ  дiє на ( )( )xyfψ  як на 
функцiю вiд x. 
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Зокрема, якщо ϕ , ψ  є функціоналами значення довільної функції 
f  в точках другого спряженого **A , тобто xδϕ = , yδψ = , то  

                                  ( )( ) ( )ff xyyx δδδ =∗ . 
2. Побудова передспряженого простору до алгебри аналітич-

них функцій обмеженого типу. 
Лінійний простір всіх неперервних n -однорідних поліномів на X  

позначають ( )AP n .  
Якщо ( )APP n∈ , то визначимо норму n -однорідного полінома P  

на кулі rB  радіуса r : 
( )xPP

rBxr ∈= sup . 

Для довільного лінійного функціонала ( )*AP n∈ϕ  визначимо нор-
му: 

( ) ( ){ }APPP n
Pn

r
∈= ≤ :sup: 1 ϕϕ . 

Для будь-якого дійсного числа 10 << kr  і для будь-якої кулі mB  з 
центром в точці 0 позначимо множину  

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈≤>∈== +

∞

=

∞
= ∏ ZnCrщотакеіснуєAPBS n

kmn
n

n
nnmrk

,,,0C:::
0

*
0 ϕϕϕ . 

У роботі [1] доведено, що множина ( )mr BS
k

 є банаховим просто-
ром відносно норми:  

                           ( ) { }N∈= −∞
= nr

mn
n

krmnn
k

:sup:
,0 ϕϕ . 

Позначимо підмножину функціоналів значення довільної функції 
( )AHf b∈  в точках mBx∈  через ( ) ( ){ }mbxm BxякщоAHBD ∈∈= ,: *δ . 

Нехай { }kr , 10 << kr  – зростаюча послідовність скалярів така, що 
1lim =

∞→ kk
r  і ( )

ji mmk BBr ⊂1  при ji mm < . Відомо, що xδ  належить 

одиничній кулі банахового простору ( )
jk mr BS , тобто підмножина ( )

imBD  

міститься в одиничній кулі банахового простору ( )
jk mr BS  і  

                           ( ) ( ) n
kS

n
xSx rAPxP

kr
kr

≤↓=∈ δsup .     (2) 

Визначимо 
imE  як замкнений векторний підпростір у банаховому 

просторі ( )
jk mr BS , який породжений ( )

imBD . Таким чином, елементи 

imE  належать до замикання лінійної оболонки C∈∈∑ λδλ ,,
ik mkxk Bx . 

Отже, 
imE  є банаховим підпростором.  
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Означення 3. Нехай 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈

o

А:ααA  – напрямлена відносно 

вкладення сім’я підпросторів банахової алгебри A  така, що βα AA ≠  

для βα ≠  і α
α

AA oU
А∈

= , 
o

А  – напрямлена множина відносно βα ≤ , 

якщо βα AA ⊆ . На кожному αA  норма 
α
⋅  така, що для βα ≤  

топологія, індукована 
β
⋅  на αA  є сильнішою, ніж топологія індукована 

α
⋅ . Тоді A  з топологією індуктивної границі називається 

індуктивною границею бананових просторів 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈

o

А:ααA .  

Топологією індуктивної границі називають найсильнішу 
локально-опуклу топологію, в якій всі відображення αA  βA  є непе-
рервними. 

Якщо 
ji mm BB ⊂  при ji mm < , то для функціоналів виконується 

нерівність 
ji mm

ϕϕ ≤ , отже, відображення ( ) ( )jmrimr BSBS
kk

→  є 

канонічним вкладенням. Тому, вкладення 
ji mm EE  є неперервним.  

Побудуємо індуктивну границю для сім’ї банахових просторів 
{ }Q∈mEm : : 

( ) mmb EAB rlim:= . 

Відомо, що індуктивна границя ( )ABb  алгебраїчно ізоморфна до 
( )AHb

*  і ізоморфізм ( ) ( )AHAB bb
*: →Ψ  визначається наступним чином: 

( ) ( )( ) ( )∑
∞

=

∞
= =Ψ

1
0

n
nnnn Pf ϕϕ , 

де ∑
∞

=

=
1n

nPf  – розклад в ряд Тейлора функції ( )AHf b=  в точці Ax∈  

([1]). 
Покажемо, що ( )ABb  є алгеброю відносно операцій додавання  
                                  ( )( ) ( ) ( )fff ψϕψϕ +=+  

і множення – “мультиплікативної” згортки 
( )( ) ( )( )( )xyff ψϕψϕ =∗ . 

Твердження 2. Топологічний векторний простір ( )ABb  є алгеброю 
відносно операцій “+” і “*”. 

Доведення. 
За побудовою, кожен 

imE  є замкнений лінійним підпростором 
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банахового простору ( )imr BS
k

, ji mm < , який породжений 
функціоналами значення довільної функції ( )AHf b∈  в точках з 

imB . 
Тобто, якщо 

imE∈ψϕ, , то для деякого N∈n : 

kxk kδλϕ ∑∞

=
=

1
, 

kyk kδμψ ∑∞

=
=

1
. 

В роботі [1] показано, що сума є неперервною в 
imE : 

                                ∑∑
∞

=

∞

=

+=+
11 k

yk
k

xk kk
δμδλψϕ , 

а неперервність добутку в 
imE : 

kk yk kxk k δμδλψϕ ∑∑ ∞

=

∞

=
∗=∗

11
 

випливає з формули (2). Отже, ці операції продовжуються до замикання 
лінійної оболонки множини ( )

imBD . 
Оскільки топологічний векторний простір ( )ABb  за означенням – 

це індуктивна границя сім’ї банахових просторів { }Q∈mEm : , то сума 
“+” і добуток “*” є неперервними у ( )ABb . Отже, ( )ABb  – алгебра.   

2. Умови нерегулярності за Аренсом передспряженого 
простору до алгебри аналітичних функцій обмеженого типу. 

Теорема 3[2]. Якщо для деякого ( )APP n∈  i деяких 
напрямленостей ( )αx , ( )βy , збiжних у n -полiномiальній топології 
алгебри A  виконується умова 

( ) ( )βααββαβα
yxPyxP limlimlimlim ≠ , 

тодi симетричний проективний n -тий тензорний степінь An
s π,⊗  

банахової алгебри A  не є регулярним за Аренсом. 
Теорема 4. Нехай ( )αx , ( )βy  – n-полiномiально збіжні напрямле-

ностi такi, що для довiльного ( )APP n∈  виконується 
( ) ( )βααββαβα

yxPyxP limlimlimlim ≠ , тоді для кожного N∈n  

передспряжений простiр до ( )AHb  не є регулярним за Аренсом, тобто 
існує білінійне відображення, яке не є регулярним за Аренсом. 

Доведення. 
Нехай ( )αx , ( )βy  – n -полiномiально збіжні напрямленостi такi, що  

( ) ( )βααββαβα
yxPyxP limlimlimlim ≠ , 

для деякого n -однорідного полінома ( )APP n∈ . Згідно із теоремою 3, 
симетричний проективний n -тий тензорний степінь An

s π,⊗  банахової 
алгебри A , який також є банаховою алгеброю є нерегулярним за 
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Аренсом і ( )vuB ,  – відповідне білінійне відображення, яке є нерегу-
лярним за Аренсом.  

Це означає, що на ( ) **
, An

s π⊗  існує білінійне відображення ( )ψϕ,~B , 
для якого  

( ) ( ) ( ) ( )ϕψψϕ βααββαβα
,~,limlim,limlim,~ BvuPvuBB =≠= , 

напрямленості ( )αu , ( )βv  збіжні у *-слабкій топології до ϕ , ψ  

відповідно. Для функціоналів ( ) **
,, An

s πψϕ ⊗= , який ізоморфний до 

( )*AP n , білінійне відображення B~  залежить від порядку взяття границі 

по напрямленості, а, отже, є нерегулярним за Аренсом. Оскільки ( )*AP n  
є доповнювальним підпростором в ( )AHb

* , то ми можемо продовжити 

B~  до неперервного білінійного відображення на ( ) ( ) *** ABAH bb = . Нехай 

B  – продовження відображення B~ , яке є нерегулярним за Аренсом. 
Отже, алгебра ( )ABb  є нерегулярної за Аренсом.  
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ARENS REGULARITY OF PREDUAL SPACE TO ALGEBRA  
OF ANALYTIC FUNCTIONS OF BOUNDED TYPE  

ON BANACH SPACE 
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In this paper we investigate conditions of Arens irregularity of predual 

space to analgebra of analytic functions of bounded type on complex Banach 
algebra. It was shown that the predual space is an algebra relatively 
addition operation and “multiplicative” convolution for linear continuous 
functionals. 

Key words: algebra of analytic functions of bounded type, predual 
space, Arens regularity. 
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