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Математичні моделі багатьох фізичних процесів найчастіше опи-

суються за допомогою диференціальних рівнянь з частинними похід-
ними та їх систем. До таких рівнянь відносять рівняння реакції-
конвекції-дифузії. 

Розглянемо двовимірне рівняння реакції-конвекції-дифузії 
 )()())((=0 wHwwgwwfw a

a
aa ++∂ , (1) 

де ),,(= 210 xxxww , 0x  – часова змінна, 21, xx  – просторові змінні, 

)( awf , )(wg a , )(wH  – коефіцієнти дифузії, конвекції та реакції відпо-
відно, індекс біля функції внизу означає диференціювання за відповід-
ною змінною, за індексами, які повторюються, розуміється сумування, 

{1,2}∈a . 
Рівняння (1) описує багато фізичних процесів. Воно використову-

ється для моделювання переносу енергії в плазмі, розподілу розчинів у 
ґрунті, руху рідин в пористому середовищі, процесів хемотаксису та 
інших фізичних та біохімічних процесів. 

Заміна                          ∫= dwwfu )(   
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де ),,(= 210 xxxuu  – нова невідома функція, зводить рівняння (1) до ви-
гляду 
 .)()()(= 0

0 uhuufuufu a
a ++Δ  (2) 

в якому ми і будемо його досліджувати. 
Найбільш цікавим із симетрійної точки зору рівнянням класу (2) є 

рівняння 

 ,
4
1= 2

0 λλ
r

−+Δ aa
k uuuu  (3) 

де aλ , k  – довільні сталі. 
Теорема 1. Максимальною алгеброю інваріантності рівняння (3) є 

наступна алгебра  
 ,> , ,= , , ,< 2100210 QQukxD u∂+∂∂∂∂  (4) 

де      ],
42

)
44

[(=
2

4
1 ωλωλωλ kcosksinkcoseQ aaa

wk r

+∂− ⊥  

          
],

42
)

44
[(=

2
4

2 ωλωλωλ ksinksinkcoseQ aaa
wk r

+∂+⊥  

          ( ) ( ).,=  ,,=  ,=  ,= 1221 λλλλλλλωλ −⊥⊥
rrrrrr xxw  

Теорема 1 доводиться стандартним методом Лі (див. [2], [4]). 
Поставимо задачу використати симетрійні властивості рівняння 

(3) для побудови інваріантних анзаців, редукції та знаходження його 
точних розв’язків. 

Використавши заміну 

 uuxxkxxkxx
k

→→→→ ⊥   ,
4

   ,
4

   ,16
210022

rrrr
r λλ
λ

 

перейдемо до рівняння  

 .44= 210 u
k

u
k

uuu k −+Δ  (5) 

Оператори (4) в нових змінних набудуть вигляду 
 > , ,=  , , ,< 2100210 QQukxD u∂+∂∂∂∂  

де     ),2(= 212121
1

u
x ucosx

k
sinxcosxeQ ∂+∂−∂

 

        
)2(= 212122

1
u

x usinx
k

cosxsinxeQ ∂+∂+∂ . 

Проведемо редукцію рівняння (5) до диференціального рівняння з 
меншою кількістю незалежних змінних, використовуючи найзагаль-
нiший вигляд оператора інваріантності  
 .= 2211000 QcQcDcddX aa +++∂+∂  (6) 

Один з анзаців (див., наприклад, [6]), отриманий за допомогою 
оператора (6) має вигляд 
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 0=,)(=),,(= 11
1 2

20

2

zzmeexzxeu xxx
k ++ &&&ωωϕ . 

Він редукує рівняння (5) до диференціального рівняння 
 ωωω ϕϕωϕϕ mcmk 4)(4= 2

0 ++
r . 

Припустивши, що 0=m , прийдемо до рівняння  

 .=1
02 ωωϕϕϕ k

cr
 

Використавши заміну 

 ,,,1
020 ϕϕωω →→→ x

c
x r  

одержимо рівняння  
 .=0 ωωϕϕϕ k  (7) 
Теорема 2 [3]. Максимальною алгеброю інваріантності рівнян-

ня(7) є алгебра  

>,2=,1=,,<1) 20010 ϕωωϕω ϕϕ ∂−∂∂+∂∂∂
k

xD
k

xD  (8) 

якщо 4−≠k . 

>,=

,
2
1=,

4
1=,,<2)

2

20010

ωωωω

ϕωωϕω

ω

ϕϕ

∂+∂

∂+∂∂−∂∂∂

xxK

xDxD
 (9) 

якщо 4= −k . 
Використаємо ліївську симетрію рівняння (7) для побудови його 

інваріантних анзаців, редукції та знаходження розв’язків (див., [7]). 
Розв’язок рівняння (7) будемо шукати у вигляді  

 ),(),(= 0 yxA ψωϕ  (10) 
де ),(=),,( 00 ωω xyyxA  – деякі гладкі функції, які знаходяться після 
розв’язування системи звичайних диференціальних рівнянь:  

 ,=== 10
0 τ

η
ϕ

ξ
ω

ξ
ddddx  (11) 

)( yϕ  – нова невідома функція. 
Максимальною алгеброю інваріантності рівняння (7) при 4−≠k  є 

алгебра (8). Координати інфінітезимального оператора цієї алгебри за-
даються формулами:  

 

,)2(1=

;=
;=

10

111
1

000
0

ϕη

ωξ
ξ

cc
k

dc
dxc

−

+
+

 

де 1010 ,,, ddcc  – довільні групові параметри. Система (11) має вигляд:  
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,)2(1=

,=
,=

10

11

0000

ϕϕ

ωω

cc
k

dc
dxcx

−

+
+

&

&

&

 (12) 

де 1010 ,,, ddcc  – довільні числові параметри. Зінтегрувавши систему 
(12) методом, розглянутим наприклад у роботах [7], [5] наведемо ви-
гляд інваріантних анзаців, які одержуються в результаті: 

 ;= ),(= 0mxyy +ωψϕ  (13) 

 ;ln= ),(= 0

1

0 xmyyx k +ωψϕ  

 ;= ),(= 0
0

2

ωψϕ mxx
k
m

eyye  

 ,= ),(= 0

21

0 ωψϕ mk
m

xyyx
+

 
де m  – довільна стала, яка виражається через сталі 1010 ,,, ddcc . 

Для знаходження невідомих функцій ψ  необхідно одержані вище 
анзаци підставити у рівняння (7). У результаті отримаємо відповідно 
такі редуковані рівняння:  

 0,=ψψψ &&& km−  (14) 

 0,=1 ψψψψψ kk
k

m −− &&&  

 0,=2 ψψψωψψ kk
k
mm −− &&&  

 .0=12 ψψψωψψ kk

k
mm +

−− &&&  

Розв’язками редукованого рівняння (14) є  

 ;  ,)
1

(=
1

Rkcy
k
mk k ∈+
+

−
−

ψ  (15) 

 ;1  ,
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= kcymthψ  (16) 

 ;1  , 
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += kcymtgψ  (17) 

 ,3  ,
2

   =+−=+ kcymarctgarcth ψψ  (18) 

де c  – довільна стала. 
Використавши анзац (13) та розв’язки (15)-(18), знаходимо 

розв’язки рівняння (3): 
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 ;)16)
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2
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⎢
⎣

⎡
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rrrr
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&
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⎦
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Максимальною алгеброю інваріантності рівняння(7) при 4= −k є 
алгебра (9). Координати інфінітезимального оператора цієї алгебри за-
даються формулами:  

 

,)24(
4
1=

,=
,=

2110

12
2

1
1

000
0

ϕη

ωωξ
ξ

cxcc

dcc
dxc

−−−

++
+

 

де 10210 ,,,, ddccc  – довільні групові параметри. Система (11) має вигляд:  

 

,)24(
4
1=

,=
,=

2110

12
2

1

0000

ϕϕ

ωωω

cxcc

dcc
dxcx

−−−

++
+

&

&

&

 (19) 

де 10210 ,,,, ddccc  – довільні числові параметри. 
Не вдаючись у деталі інтегрування системи (19), наведемо вигляд 

інваріантних анзаців, які одержуються в результаті.  

 ;= ),(1)(= 0
2
1

2 mxarcthyy +− ωψωϕ  

 ;= ),(1)(= 0
2
1

2 mxarcthyy +−+ ωψωϕ  

 ;1= ),(= 0mxyy +
ω

ωψϕ  (20) 

 ;ln= ),(1)(= 0
2
1

24
1

0 xarcthyyx +−
−

ωψωϕ  

 ;lnarctan= ),(1)(= 0
2
1

24
1

0 xyyx −−+
−

ωψωϕ  

 ,ln1= ),(= 0
4
1

0 xyyx +
−

ω
ωψϕ  

де m  – довільна стала, яка виражається через сталі 10210 ,,,, ddccc . 
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Для знаходження невідомих функцій ψ  необхідно одержані вище 
анзаци підставити у рівняння (7). У результаті отримаємо відповідно 
такі редуковані рівняння:  

 0,=4 ψψψψ −− − &&& m  

 0,=4 ψψψψ +− − &&& m  

 0,=4ψψψ &&& −− m  (21) 

 0,=1)
4
1(4 ψψψψ −−− − &&&  

 0,=1)
4
1(4 ψψψψ +−− − &&&  

 0.=
4
14 ψψψψ −− − &&&  

Одним із розв’язків редукованого рівняння (21) є 

 .)
3
4(= 4

1

cmy +−ψ  (22) 

Використавши анзац (20) та розв’язок (22), знаходимо розв’язок 
рівняння (3): 

 ,)
)(

(
3
1)(=

4
1

02

2
2
1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++

−
−

⊥
⊥−

cxcm
xz

emxzeu
xx

λλ
λ

λλ
r
r

rr
&

rr
&

rrrr

 

Проведемо лінеаризацію рівняння (7) при умові 2= −k . Застосує-
мо до даного рівняння сукупність двох перетворень (див., наприклад, 
[7], [9]):  

 ,= ,= ,= 1
00

−
ωϕωω vxx  

де ),(= 0 ωxvv  – нова невідома функція,  
 ,=,=,=0 xvwtx ω  

де xt,  – нові незалежні змінні, ( )xtww ,=  – нова залежна змінна. 
У результаті одержимо рівняння  

 .= xxt ww  (23) 
Це лінійне рівняння теплопровідності. Його симетрійні властивос-

ті добре відомо. 
Максимальною алгеброю інваріантності рівняння (23) є нескін-

ченно вимірна алгебра, підалгеброю якої є узагальнена алгебра Галілея 

 
>=),,(=,)

2
(=

,=,
2
1=,2=,,<

2
2

xxtxt

xwxtxt

xtXQtxtxtП

xQtGwQxtD

βββ∞++∂−∂

+∂∂−∂+∂∂∂
. 

Використаємо ліївську симетрію рівняння для побудови його інва-
ріантних анзаців. Розв’язок рівняння (23) будемо шукати у вигляді  
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 ),(),(= yytAw ψ  
де ),(=),,( xtyyytA  – деякі гладкі функції, які знаходяться після роз-
в'язування системи звичайних диференціальних рівнянь:  

 ,=== 10 τ
ηξξ

ddwdxdt  (24) 

),( xtw  – нова невідома функція. 
Якщо обмежитися лише узагальненою алгеброю Галілея, то має-

мо чотири нееквівалентні випадки: 
1) pQm tx +∂+∂ , 
2) pQD + , 
3) tpG ∂+ , 
4) pQП t +∂+ . 
Для даних чотирьох випадків система (24) має вигляд  

 .= ,1=,1= w
m
pwx

m
t −− &&&  (25) 

 .2= ,= ,2= pwwxxtt &&&  (26) 

 .
2
1= ,= ,1= xwwtx

p
t −− &&&  (27) 

 .)
2

(
2
1= ,= 1,=

2
2 wpxwtxxtt +−+ &&&  (28) 

Проаналізувавши та розв’язавши системи (25)-(28), одержимо ін-
варіантні ліївські анзаци для рівняння (23)  

 ;= ),(= ntxyyew pt +ψ  (29) 

 ;= ),(=
t

xyytw pψ  

 ;= ),(= 2
3

3
2

txyyew
txt

+
+

ψ  

 .
1

= ),(1)(= 2
4
1

21

2

4
1

2

+
+

−
+

−

t
xyytew

parctgt
t

tx

ψ  (30) 

Підставивши анзац (29) у рівняння (23), одержимо наступні реду-
ковані рівняння:  

 0,=ψψψ pn −− &&&  (31) 

 0,=
2
1 ψψψ py −+ &&&  

 0,=ψψ y−&&  

 0,=)
2
1

4
1( 2 ψψ +− y&&  (32) 

Розв’язками редукованого рівняння (31) в залежності від значень 
сталих n і p є  



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2017. – № 1(37) 

49 

 ,= 2
2

1
1

ykyk
ecec +ψ  (33) 

 ,)(= 3
21

ykeycc +ψ  (34) 
 .)sincos(= 21

yeycyc αββψ +  (35) 
Використавши анзац (29) та розв’язки (33)-(35), знаходимо 

розв’язки рівняння (3), записані у параметричному вигляді: 
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де τ  – довільний параметр. 
Розв’язком редукованого рівняння (32) (див. [1]) є  
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    τ  – довільний параметр. 
Таким чином,ми використали симетрійні властивості рівняння (3) 

для побудови інваріантних анзаців, редукції та знаходження його точ-
них розв’язків. Знайдені нами точні розв’язки рівняння (3) містять до-
вільні сталі βα  , , , , , ,, , , , , , 3214321 npkkkcccccm . Отже, можна ствер-
джувати, що ми побудували декілька багатопараметричних класів точ-
них розв’язків даного рівняння. Це дає можливість застосувати одер-
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жані розв’язки для розв’язування різноманітних граничних та початко-
вих задач. 
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Li’s symmetry of two-dimensional equation of reaction-convection-
diffusion used to build invariantanzatze, reduction and finding its exactsolu-
tions. 

Key words: two-dimensional equation of reaction-convection-
diffusion, symmetry, the method of Lie, maximalinvariance algebra, invari-
ant anzatz, reduced system, exactsolutions. 
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