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Виділено класи задач з локальними двоточковими умовами за ви-

діленою змінною t  для лінійних рівнянь із частинними похідними, для 
яких встановлено умови коректної розв’язності у просторах гладких 
функцій, перетворення Фур’є яких за змінною x  має експоненційну по-
ведінку на нескінченності.  

Ключові слова: рівняння із частинними похідними, двоточкові 
умови, перетворення Фур’є. 

 
1. Формулювання задачі. У необмеженій смузі 

}),,0(:),{( 2 RxTtRxtT ∈∈∈=)(Π , 0>T ,  
для рівняння із частинними похідними зі сталими коефіцієнтами 

0),(),(,
0

=
∂∂

∂
≡⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

∑
=

−−

n

j
jnj

n

jn xt
xtuaxtu

xt
L , )(Π∈ Txt ),( ,        (1) 

розглянемо задачу з локальними двоточковими умовами  
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де Ca j ∈ , nj ,,1,0 K= , 10 =a , },,1{ nm K∈ , а для показників похід-
них mnm rrll −,,,,, 11 KK  в умовах (2) виконуються нерівності 

nrrnll mnm ≤<<≤≤<<≤ −KK 11 1,1 . 
Частковими випадками задачі з умовами (2) є а) задача з двома 

кратними вузлами інтерполяції, коли  
),,1(),,( 1 mll m KK = , ),,1(),,( 1 mnrr mn −=− KK ; 
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б) задача з умовами типу Діріхле для рівнянь (1) парного порядку, 
коли mn 2= , )12,,3,1(),,,(),,,( 2121 −== mrrrlll mm KKK ; 

в) задача з умовами типу Діріхле-Неймана для рівнянь парного 
порядку, коли mn 2= , і )12,,3,1(),,,( 21 −= mlll m KK , 

),2(2,4,),,,( 21 mrrr m KK = .  
Дослідження задачі з умовами (2) для рівнянь із частинними похі-

дними у обмежених областях для випадку а) проведено у роботах [1-5], 
для випадку б) – у [6, 7], для випадку в) – у [8, 9]. У роботах [1-9] засто-
совано метричний підхід для доведення оцінок знизу малих знаменни-
ків, що виникли при побудові розв’язків, з яких випливає однозначна 
розв’язність задач (1), (2) для майже всіх (щодо міри Лебега) векторів, 
компонентами яких є коефіцієнти рівнянь та значення другого вузла 
інтерполяції.  

Задачі з двоточковими умовами для рівнянь із частинними похід-
ними у необмежених областях вивчено в роботах [10-11]. У цих робо-
тах використано узагальнений метод відокремлення змінних і на його 
підставі встановлено умови розв’язності задач (1), (2) у класах квазіпо-
ліномів або у класах цілих функцій з експоненційним зростанням на 
нескінченності за координатою x .  

Нехай )( 0≥,, βαβαE  – простір таких функцій )(2 RL∈ϕ , для 
яких є скінченною норма  
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де )(~ ξϕ  – перетворення Фур’є функції )(xϕ ;  
)];,0([ βα ,ETC n , ,, 0≥,∈ βαNn  – простір функцій ),( xtu  таких, що 

похідні rr ttu ∂⋅∂ /),( , ,,,1,0 nr K=  є неперервними за t  на ],0[ T  в про-
сторі βα ,−rE ; норму в просторі )];,0([ βα ,ETC n  задаємо формулою 
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Основною метою даної роботи є встановлення умов розв’язності 
задачі (1), (2) у просторах )];,0([ βα ,ETC n , якщо праві частини умов 
(2) належать до просторів 

00 βα ,E  для деяких показників 0≥, 00 βα . 

2. Вимоги на параметри задачі (1), (2). Через nλλ ,,1 K  позначи-
мо корені рівняння 0)( =,iL λ .  

Означення 1. Будемо говорити, що для задачі (1), (2) виконується 
умова А, якщо нерівності  

)Re()Re(
11 mnmn jjii −−

++≠++ λλλλ KK                     (3) 
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виконуються для довільних наборів натуральних чисел ),,( 1 mnii −K , 
),,( 1 mnjj −K  таких, що ),,(),,( 11 mnmn jjii −− ≠ KK , 

nii mn ≤<<≤ −K11 , njj mn ≤<<≤ −K11 . 
Зауваження 1. Якщо справджується умова А, то дійсні частини  

nλλ Re,,Re 1 K   
коренів nλλ ,,1 K  є попарно різними. Тому вважатимемо, що при вико-
нанні умови A нумерація коренів вибрана таким чином, що  

nλλ ReRe 1 <<K .                                         (4) 
Означення 2. Будемо говорити, що для задачі (1), (2) виконується 

умова B, якщо для довільних наборів натуральних чисел ),,( 1 mii K , 
),,( 1 mnjj −K  таких, що nii m ≤<<≤ K11 , njj mn ≤<<≤ −K11 ,  

∅=∩ − },,{},,{ 11 mnm jjii KK , },,1{},,{},,{ 11 njjii mnm KKK =∪ − ,  
виконуються нерівності  
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Умови A, B дозволяють встановити такі оцінки знизу для характе-
ристичного визначника задачі (1), (2), з яких випливає її розв’язність у 
просторах у )];,0([ βα ,ETC n .  

3. Побудова формального розв’язку. Розв’язок задачі (1), (2) з 
простору )];,0([ βα ,ETC n  шукаємо у вигляді інтеграла Фур’є 
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де ),(~ ξtu  – перетворення Фур’є за змінною x  функції ),( xtu . Засто-
совуючи до рівняння (1) та умов (2) перетворення Фур’є, отримуємо, 
що функція ),(~ ξtu  є розв’язком такої двоточкової задачі для звичайно-
го диференціального рівняння з параметром ξ :  
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де )(~ ξϕ j  – перетворення Фур’є функцій )(xjϕ , nj ,,1K= , відповід-
но.  
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Якщо 0=ξ , то розв’язок рівняння (7) має вигляд  
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Сталі )0(,),0(1 nCC K  у формулі (9) визначаються на підставі умов (8) 
із системи лінійних рівнянь  
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Якщо 0≠ξ , то при виконанні умови А функції TT nee ξλξλ ,,1 K  
утворюють фундаментальну систему розв’язків рівняння (7). Тому для 
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де сталі )(,),(1 ξξ nCC K  є розв’язком системи лінійних рівнянь  
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Позначимо через )(Δ 0 , )(Δ ξ  характеристичні визначники лінійних 

систем рівнянь (10), (12): 
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Якщо виконується умова  
R∈∀ξ   0≠)(Δ ξ ,                          (14) 

то застосовуючи правило Крамера для знаходження розв’язків систем 
(10), (12) та підставляючи отримані вирази у формули (9), (11), отриму-
ємо, що задача (7), (8) має єдиний розв’язок, який зображується рівністю  
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де ,,,1,),(, nqjqj K=Δ ξ  – алгебричне доповнення елемента, що стоїть 
на перетині j -го рядка та q -го стовпця у визначнику R∈Δ ξξ ),( . За-
уважимо, що при виконанні умови (14), функція ),(~ ξtu , визначена фо-
рмулою (15), а також її похідні за змінною t , є неперервними за R∈ξ . 
Таким чином, при виконанні умови (14) із формул (6), (15) випливає, 
що формальний розв’язок задачі (1), (2) має таке зображення:  

∫ ∑
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Наведемо приклад задач, для яких умова (14) виконується.  
Приклад 1. Визначник )(Δ ξ  задачі з двоточковими умовами  

),(),(),(),(),(),0(),(),0( 4321 xxTuxxTuxxuxxu tttt ϕϕϕϕ ====  
для рівняння  
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обчислюється за формулами  
2−=(0)Δ T , ))sh(sh()(4 22 TbTaba ξξξξ 42−−=)(Δ , 

з яких випливає, що умова (14) виконується.  
Приклад 2. Для рівняння (17) визначник )(Δ ξ  задачі з умовами  

),(),(),(),(),(),0(),(),0( 4321 xxTuxxTuxxuxxu tttttt ϕϕϕϕ ====  
обчислюється за формулами  

1−=(0)Δ , ))ch(ch()(4 22 TbTaba ξξξξ 42−−=)(Δ , 
з яких випливає, що умова (14) виконується.  

4. Допоміжні твердження. Щоб з’ясувати приналежність інтегра-
ла (12) до простору )];,0([ βα ,ETC n , встановимо такі твердження.  

Лема 1. Нехай виконується умова A. Тоді існують сталі 
0, 11 >RC  такі, що для всіх 1R>ξ  виконуються такі оцінки  
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Доведення. Встановимо твердження леми у випадку, коли вико-
нуються нерівності mj ≤≤1 , mq ≤≤1 . Із формули (13) та правила 
Лапласа випливає, що в цьому випадку визначник )(, ξqjΔ  є сумою 

)!1( −n  доданків вигляду  
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1111 ,,
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де qj
ii m

H ,
,, 11 −K  – мінор )1( −m -го порядку визначника Вандермонда чисел 

nλλ ,,1 K , який відповідає його )1( −m  рядкам, номери яких належать 
до множини }{\},,{ 1 jm lll K  та )1( −m  стовпцям з номерами 

}{\},,1{,, 11 qnii m KK ∈− , 11 −<< mii K ; q
jj mn

G
−,,1 K

 – мінор )( mn − -го порядку 

визначника Вандермонда чисел nλλ ,,1 K , який відповідає його )( mn −  
рядкам з номерами mnrr −,,1 K  та )( mn −  стовпцям з номерами 

},,,{\},,1{,, 111 qiinjj mmn −− ∈ KKK , mnjj −<< K1 . Зрозуміло, що для досить ве-
ликих 0>ξ  при виконанні умови A серед доданків вигляду (19) домі-
нуючим за модулем є той, який відповідає наборові 

),,1(),,( 1 nmnjj mn KK +−=− . Звідси випливає нерівність (18) для випадку, 
коли mj ≤≤1 , mq ≤≤1 .  

Перевірка оцінок (18) для решти трьох діапазонів значень qj,  
проводиться аналогічно. Лему доведено.  

Лема 2. Нехай виконується умова A. Тоді існують сталі 
0, 22 >RC  такі, що для всіх 2R−<ξ  виконуються такі оцінки  
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Доведення леми 2 є аналогічним до доведення леми 1.  
Лема 3. Нехай виконуються умови A, B. Тоді існують такі сталі 

,0, 33 >RC  що для всіх ,||, 3R>ξξ  виконуються оцінки  

)exp(|)|1()( 3 TC RL ξβξξ +++≥Δ , ,3R>ξ                (21) 

)exp(|)|1()( 3 TC RL ξβξξ −++≥Δ , ,3R−<ξ               (22) 

)Re( 1 nm λλβ ++= +
+ K , )Re( 1 mn−

− ++= λλβ K . 
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Доведення. Застосовуючи правило Лапласа для розкриття визнач-
ника (13), отримуємо 

∑
−−

++±=)(Δ +

m
mnmnm

ii
jjjjii

RL TGH
,,

,,,,
1

111
))exp((

K
KK K ξλλξξ ,   (23) 

де 
miiH ,,1 K

 – мінор m -го порядку визначника Вандермонда чисел 

nλλ ,,1 K , який відповідає його m  рядкам, номери яких належать до 
множини },,{ 1 mll K  та m  стовпцям з номерами },,1{,,1 nii m KK ∈ , 

mii << K1 ; 
mnjjG

−,,1 K
 – мінор )( mn − -го порядку визначника Вандермон-

да чисел nλλ ,,1 K , який відповідає його )( mn −  рядкам з номерами 

mnrr −,,1 K  та )( mn −  стовпцям з номерами },,{\},,1{,, 11 mmn iinjj KKK ∈− , 

mnjj −<< K1 . Із умов A, B випливає, що для досить великих додатних ξ  
у сумі (23) домінуючим за модулем є доданок  

))exp(( 1,,1,,1 TGH nmnmm
RL ξλλξ ++± ++

+ KKK ,  
для досить великих від’ємних ξ  –  

))exp(( 1,,1,,1 TGH mnmnnmn
RL ξλλξ −−+−

+ ++± KKK .  
Лему доведено.  
5. Умови існування розв’язку задачі. Встановимо основний ре-

зультат роботи про існування єдиного розв’язку задачі (1), (2).  
Теорема 1. Нехай виконуються умови A, B та умова (14). Якщо 

Tj j
E Λ+,−∈ βωαϕ , nj ,,1K= , де |}Re|,|,Remax{| nλλ K1=Λ , а сталі 

,,,1, njj K=ω  такі ж, як і в лемі 1, то задача (1), (2) має в просторі 

)];,0([ βα ,ETC n  єдиний розв’язок, який неперервно залежить від функ-

цій βαϕ ,∈Ej , nj ,,1K= .  
Доведення. Оскільки справджуються умови A, B, то з формул (15) 

та оцінок (18), (20), (21), (22) із лем 1, 2, 3 випливає, що існує число 
04 >R  таке, що для всіх ξ , ,|| 4R>ξ  виконуються оцінки  

( ) )exp(|)|1()exp(
)(

max 4
1

)(,

],0[
||Λ+≤

)(Δ
Δ −

=∈
∑ ξξξλ

ξ
ξ ω TCt jrn

q

r
q

qj

Tt
,   (24) 

де nj ,,1K= , nr ,,1,0 K= . На підставі умов (14) функції rr dttud /),( ξ , 
nr ,,1,0 K= , є неперервними за ξ  на R . Тому оцінки (24) зберігають 

свою силу і для ],[ 44 RR−∈ξ . Тоді з формул (16) та оцінок (24) дістає-
мо, що  
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≤∂∂ ,−
∈

2

],0[
;/),(max βα r

rr

Tt
Etxtu

∑ ∫
=

∞

∞−

−2 ||Λ++≤
n

j
j dTC j

1

2
5 ))(2exp()1(|)(~| ξξβξξϕ ωα , nr ,,1,0 K= . 

Із отриманих нерівностей та означення норми в просторі 
)];,0([ βα ,ETC n  дістаємо нерівності 

∑
=

Λ+,−, ≤
n

j
Tj

n
j

ExCETCxtu
1

6 );()];,0([);,( βωαβα ϕ , 

з яких випливає твердження теореми 1.  
Висновки. Отримані результати можна перенести на випадок дво-

точкових задач для рівнянь із молодшими членами, а також систем рів-
нянь із частинними похідними.  
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TWO-POINT PROBLEM FOR HOMOGENEOUS PARTIAL 
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Well-posedness conditions of a two-point boundary-value problem are 

obtained for a high-order linear partial differential equation in an 
unbounded strip when the real parts of the roots of its characteristic 
equation are different. 
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