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Досліджується задача з умовами Діріхле для диференціального 

рівняння 2n-го порядку, коефіцієнти якого є несамосопряженими опе-
раторами. Визначено власні значення і власні функції задачі. Отримано 
достатні умови, при яких система власних функцій оператора задачі є 
базою Ріса. Встановлено умови існування і єдиності розв’язку задачі з 
однорідними крайовими умовами, який побудовано у вигляді розвинення 
за системою її власних функцій. 

Ключові слова: диференціально-операторне рівняння, власне зна-
чення, база Ріса, оператор інволюції, оператор перетворення. 

 
1. Основи теорії диференціальних рівнянь з необмеженими опера-

торними коефіцієнтами розвинуто в роботах Хілле і Йосіди. Вони вста-
новили і довели перші теореми про існування розв’язку задачі Коші для 
лінійного однорідного диференціального рівняння для функцій зі зна-
ченнями в банахових просторах. Серед робіт на цю тему слід відзначи-
ти роботи Като Т., Крейна С. Г., Мізохати С., Філліпса Р. С. Крайові 
задачі для лінійних диференціально-операторних рівнянь використо-
вуються в моделюванні крайових задач для диференціальних рівнянь з 
частковими похідними, зокрема, при дослідженні нелокальних задач. 
Вагомі результати, що стосуються теорії крайових задач для диферен-
ціально-операторних рівнянь отримані в роботах Вішіка М.І., Бохнера 
М., Горбачук В. І. і Горбачука М. Л., Дезіна О. О., Дубінського Ю. В., 
Кочубея А. Н., Ліонса Ж.-Л., Михальця В. А., Романко В. К., Шахмуро-
ва В. Б., Трібеля Х., Якубова С., Юрчука Н. Ю. 
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За останні роки значно збільшилася кількість публікацій присвя-
чених вивченню властивостей оператора інволюції в різних розділах 
теорії звичайних диференціальних рівнянь (див. [1, 2, 7, 9, 11, 12, 14]), 
диференціальних рівнянь з частковими похідними (див. [6, 10, 13, 15, 
16]) та диференціальних рівнянь з операторними  коефіцієнтами (див. 
[3, 4, 5]). 

Надалі використаємо такі позначення: H  – сепарабельний гільбе-
ртовий простір, →:A H H  – лінійний, замкнутий оператор з            
дискретним спектром : ( ),  ( ) 1,2,...,  ,: 0:  p k kA z z a k k aγσ = ∈ = = γ >R{ } , 

{ }( ) , 1,2,...kV A v H k= ∈ =  – система власних функцій оператора, яка 
утворює базу Ріса у просторі H , = ∈ =( ) , 1,2 },...kW A w H k{ – біорто-
гональна система, = +( , ; ( )) : ( , ; ) ( , ; )m m mu v H A u v H A u A v H , ≥ 0m , 

qH ,   =0 2: )1(0,H L , ( ) ( )≡ −1Iu t u t – оператор інволюції в просторі 

0H , = ⊕0,0 1,0 0H H H , де { }∈ ≡ −:= 00,1 ( ) : ( ) (1 )H v t H v t v t , 

{ }∈ − −≡:=0 0,1 ( ) : ( ) (1 )H v t H v t v t , = 2
2: (0,1)nW W , ∈ n N – деяке нату-

ральне число, ∗W  – простір лінійних неперервних функціоналів над 
W , ( )= 21 : ( 0,1);H L H , ( ) ( ) < ∞≡1 0; ; ;t tu H u H H , Dt  – сильна      
похідна в просторі 1H , { }= ∈ ≡ − −2 0: ( ) : ( ) (1 )H v t H v t v t , 

= + + < ∞
2 22 2 2 2

2 1 1 1; : ; ; ;n n
tu H u H D u H A u H , [ ; ]m qH H  – алгеб-

ра лінійних неперервних операторів → qmH H , ≥, 0m q . 
Розглянемо крайову задачу 

− − −

=
= α− +β + + β =∑2 2 2 2 2 1 2 1

1
( 1)   ( ) ,

n
n n n n r r r

r rt t t
r

ILu D u A u A D u D u f   (1) 

∈ ∈ 1   (0,1),    t f H , α β ∈ ,  r = 0,1,...,n.r r R  
− −= + =l 2 2 2 2: (0) (1) 0j j

j t tu D u D u ,                          (2) 
− −

+ = − =l
2 2 2 2:  (0) (1) 0j j

n j t tu D u D u , = K1,2, ,j n .             (3) 
Розв’язком задачі (1) – (3) будемо називати функцію ∈ 2 u H , яка 

задовольняє рівності: 1; 0,  ; ( ) 0jm
j niLu f H u H A+− = =l , де 

= − − 1 2 2 2jm n j , = K1,2, ,j n , = 0,1i . 

Розглянемо наступні умови 
Умова 1 :P  β = α = −, 0,1, ..., 1.q q q n  
Умова 2P  : β = −α = −, 0,1, ..., 1.q q q n  
Умова 3P  : β ≥ 0.  

Нехай L – оператор задачі (1) – (3) ,  
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L
−

− − − −

=
= α− +β + + β∑

1
2 2 2 2 1 2 1 2 1

0
( 1)   ( ),

n
n n n n r r r

r rt t t
r

Iu D u A u A D u D u  

L∈ ( )u D , { }L = = =l( ) : 0, 1,2,...,2jD u j n , L0  – оператор крайової  
задачі  

( )= − β = =+ = l2 2
0 : 1 0, 1,2, ...,2, .n n n

t jL v D v A v f v j n              (4) 

( )L = − β+2 2
0 : 1 n n n

tv D v A v , 0L∈ ( )v D , { }L = ==l0 1,2, ...,( 2) : 0,j v jD n . 
Основними результатами роботи є наступні теореми: 
Теорема 1. Нехай справджується одна з умов 1P  або 2P . Тоді для 

будь-яких β ∈q R , = −0,1,..., 1,q n  оператор L  має власні значення та 
система власних функцій ( )V L  оператора L є базою Ріса простору 1H . 

Теорема 2. Нехай справджується одна з умов 1P  або 2P  та умова 

3P . Тоді для будь якої функції ∈ 1f H  існує єдиний розв’язок задачі (1) – 
(3) у вигляді розвинення в ряд за системою власних функцій L( )V  опе-
ратора L . 

Надалі вивчимо випадок виконання умови 1P . 
2. Розглянемо розв’язки  спектральної задачі  
= − +β = λ λ∈ = =l2 2

0 : ( 1)   , , 0, 1,2,...,2L n n n
t jD A v C v jv v v n , (5) 

у вигляді добутку 
( ) ( )=: ,kv t y t v ( ) ∈ 2

2 (0,1)ny t W ,  = 1,2,...k .  (6) 
Для визначення  невідомої функції ( )y t , отримаємо спектральну задачу 

− +β = λ( ) 22( 1)   n
k

n ny z y y , λ ∈ ,C                                  (7) 
( ) ( ) ( ) ( )− −= + =l 2 2 2 2

0 : 0 1 0j jy y y ,                                    (8) 
( ) ( ) ( ) ( )− −

+ = − =l 2 2 2 2
0 : 0 1 0j j

n j y y y , = 1,2, ...,j n .                      (9) 

Нехай λρ , ,r k  – корені рівняння ( )− ρ + β = λ2 21 n n n
kz , яке є характеристи-

чним для диференціального рівняння (7), вибрані так, що 
λ − λ λρ ≤ ρ ≤ ≤ ρ =, , 1, , 1, ,Re Re ... Re 0n k n k k . 

Фундаментальну систему розв’язків диференціального рівняння 
(7) визначимо співвідношеннями  

( ) λ λλ = ρ + ρ − ∈1
0,00, , , , , ,2, (exp exp (1 )) ,j k r k r kz t t t H             (10) 

( ) λ λρ = ρ − ρ − ∈ =1
1,01, , , , , ,2, : (exp exp (1 )) , 1,2,...,j k r k r kz t t t H j n .      (11) 

Зауваження 1. Для функцій (10), (11) справджуються співвідно-
шення 

 ( ) ( )+ ρ = ρ =l l0, 0,0, , 1, ,, , 0n j jj k j kz t z t , = 1,2, ...,j n .     (12) 

Тому, підставляючи загальний розв’язок рівняння (7) 
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( ) ( )+
=

+ λλ∑ 1, ,0, ,
1

,, n j j k

n
j j k

j
C z tC z t  у крайові умови (8), (9), для ви-

значення невідомих =, 1,2,...,2jC j n , отримуємо систему лінійних ал-
гебраїчних рівнянь порядку 2n .  
Визначник системи ( ) ( ) ( )Δ ρ = Δ ρ Δ ρ0, 1,k k k  зображується формулою 

( ) ( ) ( )−
λ λ

= =
Δ ρ = ρ − ρ∏ ∏1

, , , ,
1 1

( ) 1 exp2
n nn n

k r k r k
j j

. 

Тому самоспряжений оператор L0,k  задачі має власні значення 

λ = ρ +2 2
,, ,
n n

s qs q k kz  та власні функції L = ρ, ,0,( , ) : 2 sin ,s q s qkv t t  

( )ρ = π − +, 2 1s q q s , = =0,1, 1,2,...s q  , які утворюють ортонормовану 
базу простору   0H . 

Беручи до уваги, що добуток ортонормованої бази L0,( )kV  прос-
тору 0H  та бази Ріса ( )V A  простору H  є базою Ріса простору 1H , 
отримуємо наступне твердження: 

Теорема 3. Оператор L0  має множину  власних значень 

( )Lσ = λ ∈ λ = ρ + = =2 2
,0 , , , ,: { : , 0,1, , 1,2,...}n n

s qs q k s q k kR z s q k  та систему 

{ }L L L L= ∈ = = =1 ,0 0 0, , , , 0,:( ) : ( , ) ( , ) : ( , ) , 0,1, , 1,2, ...s qs q k s q k k kV v t H v t v t v s q k

власних функцій, яка є базою Ріса  простору  1H . 
3. Розглянемо для рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −− +β + α + − = λ2 2 2 1 2 1( 1)   ( 1 ) ,n n n n n
t t tD u t A u t D u t D u t u t    (11)  

де α = β1: , задачу з умовами (2). 
Нехай L α β=1 1, ,: L  оператор задачі (11), (2), (3) 

( ) ( ) ( ) ( )− −= − +β + α + −2 2 2 1 2 1
1 : ( 1)   ( 1 )n n n n n

t t tL u D u t A u t D u t D u t ,  
u D(L∈ 1) , { }D(L = ∈ = =l1 2) : , 0, 1,2, ...,2jv H v j n . 
Розв’язки задачі (11), (2), (3) визначимо у вигляді добутку (6). Для 

знаходження невідомої функції ( ) ∈ 2
2 (0,1)ny t W , отримаємо для рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −− +β + α + − = λ(2 ) 2 (2 1) (2 1)( 1)   ( 1 ) ,n n n n
k

n y z y y tyt t t y t  (12) 
задачу з умовами (8), (9). 

Нехай L α β=1, 1, , ,:k kL  оператор задачі (11), (8), (9) 

( ) ( ) ( ) ( )− −= − +β + α + −(2 ) 2 (2 1) (2 1)
1, : ( 1)   ( 1 )n n n n n

k kL y y t z y t y t y t ,  

D(L∈ 1, )ky , { }D(L = ∈ = =l2
2 0,1, ) : (0,1), 0, 1,2, ...,2n

jk y W y j n . 

Лема 1. Нехай справджується умова 1P . Тоді оператор L1,k  має 
множину  власних значень  
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( )Lσ = λ ∈ λ = ρ + = =2 2
,0, , , , ,: { : , 0,1, 1,2,...},n n

s qk s q k s q k kR z s q   

та систему власних функцій L0,( )kV , яка є повною та мінімальною в 
просторі 0H . 

Доведення. Безпосередньою підстановкою переконуємось, що 
оператор L1,k  має власні функції 

L L=1, 1,1, 0,( , ) : ( , )q qk kv t v t ,  = 1,2, ...k ,                    (13) 
які відповідають власним значенням = 1,2, ...q . 

Нехай ω = ω λ, , , , ,( )r q k r q k q k  – корені рівняння 

( )− ω + β = λ2 2
1, ,1 n n n

k q kz , яке є характеристичним для диференціально-
го рівняння (12), при λ = λ1, ,q k , вибрані так, що 

−ω ≤ ω ≤ ≤ ω = ω = π =, , 1, , 1, , 1, ,Re Re ... Re 0, 2 , 1,2,....n q k n q k q k q k qi q  . 
Розглянемо системи функцій 

( ) 1, 1,01, , : sin qq kz t t H= ρ ∈ ,                                     (14) 

( ) ( ) 1, 0,00, , : 1 2 sin qq kz t t t H= − ρ ∈  ,                               (15) 

( ) ( ), , , , , ,
1 11

1,0, , 2 1 r q k r q k r q kt t
r q kz t e e e H

−ω ω ω −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≡ + + ∈ ,           (16) 

= 2,3,....,r n , = 1,2, ...q , та квадратну матрицю порядку n , елементи 
якої означимо наступним способом: елементи p  -ого рядка складають-
ся із функцій (15), (16) елементи інших рядків є числами 

( ) ( )1, 1,
2 22 2 1

0,, , , , , , ,q q
ss

ss r q k r q k r q kc z t
−− −= ρ = ω ρl ,  ≠s p ,   

( ) 2 1
1,,1, , 1 s

qs q kc − −= − ρ , = 1,2,...,s n , = 1,2, ...q . 
Визначник отриманої матриці позначимо через ( )1, , ,p q kz t . 
Зауваження 2. Для будь-якого фіксованого k , при → ∞q  маємо: 

( ) −δ λ = ω ρ =1
1, 1,1, , 1q qk q k , ( )( )− −δ = ω ρ = ε +1 1

1,, , , , 1rqr q k r q k O q ,  

де εr  – корені рівняння ε =2 1n , занумеровані так, що ε <Im 0q , 
= 2,3, ...,r n . 

Підсталяючи функцію ( )1, , ,p q kz t  у крайові умови (8), (9), 
отримаємо рівності 

( )0, 1, , , 0, ,r p q kz t r p= ≠l  

( ) 2 2
0, , , 1,1, , ,

p
p p q k qcp q kz t −= ρl , ( ) 1

, , ,1 2p
p q k q kc W−= − , = 1,2,...q , 

де ,k qW  – визначник Вандермонда порядку n , побудований за числами  
2
, ,r q kδ , 1,2,...,q n= . 
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Нехай ( ) ( )2, , , , , 1, , ,:p q k p q k p q ky t c y t= . 

Тоді,  
( )0, 2, , , 0,r p q ky t r p= ≠l , ( ) 2 2

0, 2, , , 1,
p

p p q k qy t −= ρl .             (17) 

Зауваження 3. Для будь-якого натурального k  числова 
послідовність 1,{ }qk qW ∞

=  при → ∞q   збігається до визначника 

Вандермонда ( )ε ε2 2
2,..., nW , який побудований за числами 2 2 2

2 3, ,..., nε ε ε . 

При цьому послідовність ( )δ λ, jq k k  збіжна до εq , = 1,2, ...q . 

Тому 1
1 2, ,0 | |p q kC c C−< ≤ ≤ . 

Власні функції ( )1, , 1,,q k kv t L  оператора 1,kL означимо сумою  

( ) ( ) ( )1,1, , 1, 0, , 0, , , , 1, , ,
1

,L : 2 sin
n

qq k k q k q k p q k p q k
p

v t t z t z t
=

= ρ +η + η∑ .      (18) 

Для визначення параметра 0, ,q kη  підставимо вираз (18) в умови  
(8), (9), отримаємо  

( )1
0, , 1q k n p−η = − − β , ( ) 1, 0,

1 2
2 L0,, , 1, ( , )q k

p
vpp j k k t

−
η = − ρ l ,       (19) 

= 1,2,...q  .  
Невідомі  , , ,p s q kη  знаходимо, враховуючи що ( ) ( )1, , 1, 1,,L Lq k k kv t D∈  

( )1 1 1
1,, , ,1 qp q k q kn p W− − −η = − − ρ , = 1,2,...q .                  (20) 

Отже, оператор 1,L k має систему власних функцій (13), (18) – (20). 

Повнота системи власних функцій ( )L1,kV  в просторі 0H  
доводиться від протилежного. 

Нехай функція = + ∈0 1 0h h h H , ∈ ∈0 0,0 1 1,0,h H h H  є ортогона-

льна до кожного елемента системи ( )L1,kV . 

Оскільки система функцій ( ) ( ){ }L L= ∈ =00 1, 0, , 1, ;: , 1,2,...k qk kV v t H q  є 

ортонормованою базою простору 0,0H , то =0 0h , = ∈1 0,1h h H . 

Беручи до уваги припущення ортогональності, із співвідношення 
(18) отримуємо 

( ) ( )L L=1 0 1 01, , 1, 1, , 0,( , , ; ) ( , , ; )q k k q k kh v t H h v t H , = 1,2,...q . 

Оскільки система функцій ρ =1,{ 2 sin , 1,2, ...}qt q  є ортонормова-
ною базою простору 1,0H , то =1 0h .  

Отже, система власних функцій ( )L1,kV  є повною в просторі 0H . 
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Розглянемо оператор перетворення L L= +1, 1,( ) : ( )k kR E S , 

( ) ( )L L L == =,1, 0, , , 1, 1,2,.( ) , : , 0 , .,1 ., ,s qk k s q k kR v t v t qs k .  

Беручи до уваги, що L =2
1,( ) 0kS  та щільність області визначення 

оператора L1,( )kR , маємо існування оберненого оператора 

L L− =1
1, 1,( ) ( )k kR S .  

Отже, система ( )L1,kV  є мінімальною в просторі 1,0H .  
Лему доведено. 
4. Оператори перетворення для диференціальних рівнянь 

парного порядку.  
Виберемо + 1n  послідовність дійсних чисел { }, 1q p q

∞

=
θ , 0,1,...,p n= , 

які позначимо через Θ  та розглянемо оператор ( )ΘB , власні значення 
якого збігаються з власними значеннями оператора L0,k , а власні 
функції визначаються співвідношеннями 

( )L = ρ0, , 1 0,,, : 2 sinq k k qv t t ,                               (21) 

( ) ( ) ( ),1, 0,1, , 1, 0, , 1, , ,
1

,L : 2 sin
n

p qq qq k k q k p q k
p

v t t z t z t
=

= ρ + θ + θ∑ , = 1,2,...q .    (22)  

Розглянемо оператор ( ) ( )= + →Θ Θ 0 0( ) : ( ) :R E S HB HB , який 
відображає систему власних функцій L0,( )kV оператора L0,k  в систему 
власних функцій ( )Θ( )V B оператора ( )ΘB . 

Із означення оператора ( )ΘB , отримуємо 
( ) 1,0 0,0 0,0( ) : , 0S H H HB →Θ → , ( ) =Θ2( ) 0S B . Тому існує оператор 

( ) ( )− =Θ − Θ1( ) ( )R E BSB . 

Лема 2. Для будь-яких послідовностей { }, 1p q q

∞

=
θ , { }0,1,...,p n∈ , 

система власних функцій ( )Θ( )V B оператора ( )ΘB , є повною та 
мінімальною в просторі 0H . 

Система функцій ( )Θ( )V B  є базою Ріса в просторі 0H  тоді та 
лише тоді, коли послідовності Θ   є обмеженими. 

Доведення леми проводиться від протилежного, аналогічно 
доведенню теореми 3. 

Із обмеженості послідовностей (19), (20) та формули (18) 
отримуємо: системи функцій L0,( )kV  та ( )Θ( )V B  є квадратично 
близькими.  

Тому, застосовуючи теорему Н. К. Барі (див.[8] ), отримуємо 
наступне твердження. 
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Лема 3. Нехай справджується умова 1P  та послідовності 

{ }, 1p q q

∞

=
θ  обмежені. Тоді система функцій ( )Θ( )V B  є базою Ріса в  

просторі 0H . 
Сукупність операторів ( )ΘB , власні функції яких визначені фор-

мулами (21), (22), позначимо через LΓ 0,( )k .  
Зауваження 4. На множині LΓ 0,( )k  можна визначити операцію 

множення, та довести, що LΓ 0,( )k  є абелевою групою. 
Теорема 4. Нехай виконується умова 1P . Тоді система власних 

функцій L1( )V  оператора L1  є базою Ріса в просторі 1H . 
Доведення. Власні функції оператора L1визначаємо у вигляді 

добутку 
( ) ( )1, , , , 1,,L : ,Ls q k s q k k kv t v t v= , { }, N, 0,1q k s∈ ∈ . 

Елементи біортогональної системи L1( )W  визначимо 
співвідношеннями 

( ) ( )1, , , , 1,,L : ,Ls q k s q k k kw t w t w= , { }, N, 0,1q k s∈ ∈ . 
Система функцій L1( )V є повною та мінімальною в просторі 1H , 

оскільки існує біортогональна система L1( )W . 
Розглянемо допоміжну систему 1V функцій 

( ) = ρ0, ,
1

02: sinq qv t t , 

( ) ( )−= ρ − α 1
1, 0, ,

1
0, n: 2 siq q q kv n zt t t , = 1,2, ...q . 

Означення 2. Повна та мінімальна в гільбертовому просторі H  
система { }∞ =1m me  називається беселевою, якщо існує додатнє число 3C , 
що для будь-якого ∈g H  справджується нерівність 

( )
∞

=
≤∑ 22

3
1
| , ; | ;m

m
g e H C g H . 

Лема 4. Для будь якого дійсного числа α , система функцій 1V  є 
системою Беселя в просторі 0H . 

Доведення. Розвинемо довільну функцію ∈ 0h H  в ряд за систе- 

мою 1V  : ( )( )L
∞

= =
∑ ∑

1
0, , 0,

1 0
, , ;s q k k

q s
g v t H , ( )( )L

∞

= =
= ∑ ∑

12 2
,0 00,

1 0
; | , , ; |s q k

q s
h H g v t H . 

Оцінимо суму ряду ( ) ( )
∞

= =
= ∑ ∑

1
2

0, ,
1 0

: | , ; |s q k
q s

S g g v H  
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( ) ( )( )L
∞

= =
≤ +∑ ∑

1
2

, 00,
1 0

2 | , , ; |s q k
q s

S g g v t H  

+ ( ) ( )( )L
∞

−

=
α −∑2 2 2

01, , 0,
1

2 1 2 , , ; |q k k
q

n t g v t H , 

( ) −≤ = + α2 2 2
4 4; , 2(1 )S g C g H C n . 

Лему доведено. 
Наслідок. L →1 10,: ( )kR V V є обмеженим та елементом групи 

LΓ 0,( )k . Тому існує обернений неперервний оператор. 
Отже, правильною є 
Лема 5. Для будь якого дійсного числа α , система функцій 1V  є 

базою Ріса в просторі 0H . 
5. Доведення основних теорем. 
Розглянемо для рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − −

=
−− +β + β + = λ∑2 2 2 2 2 1 2 1

1
1( 1)   ( ) ,

n
n n n n r r r

t r t t
r

t t t t tD u A u A D u D u u

розв'язок задачі з крайовими умовами (2), (3) у вигляді добутку (6). 
Для визначення невідомої функції ( )y t  отримуємо задачу на вла-

сні значення  
( ) ( )− +β +( ) 22( 1)   n n n

ky t y tz  

+ ( ) ( ) ( )−− −

=
β + − = λ∑ (2 1) (2 )2 1

1

2 ( 1 )
n

r r

r

n r
k tr y t y t yz  (23) з крайовим 

умовами (8), (9). 
Нехай Lk  – оператор задачі (23), (8), (9). 

( ) ( ) ( ) ( )−− −

=
= − +β + β + −∑ 2(2 ) 2 (2 1) ( 1)

1

2 2: ( 1)   ( 1 ),
n

n n n r r
rk k

r

n r
kL y y t z y t y t y tz

L(∈ )ky D , { }L( = ∈ = =l2
2 0,) : (0,1) : 0, 1,2, ...,2n

jkD y W y j n . 

Лема 6. Нехай виконується умова 1P . Тоді, для будь яких Rα β ∈,  

оператор Lk  має власні значення λ = ρ +2 2
,, ,
n n

s qs q k kz , = 1,2,...q , та 

систему власних функцій L( )kV , яка є базою Ріса в просторі 0H . 
Доведення. Визначимо парні власні функції оператора Lk . Нехай 

( ) ( )L L=0, , 0, , 0,:, ,q k k q k kv t v t , = 1,2,...q . 

Підстановкою функцій ( )L0, , ,q k kv t  в рівняння (23) та умови (8), 
(9) переконуємось, що 

( ) ( )L L∈0, , ,q k k kv t D , ( ) ( )L L L= λ0, , 0, , 0, ,, ,k q k k q k q k kv t v t , = 1,2, ...q . 
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Решту власних функцій шукаємо у вигляді суми 

( ) ( ) ( )1,1, , 1, 0, , 0, , , , 1, , ,
1

,L : 2 sin
n

qq k k q k q k p q k p q k
p

v t t z t z t
=

= ρ +η + η∑ .    (24) 

( )1 2 2 1 2
1,, ,

1
0 1 n r r

qq k
n

r
k r zrn

=

− − − −η = − ρβ −∑ , = 1,2,...q . 

Підставляючи вираз (24) у крайові умови  (8), (9) отримуємо 

( ) ( )1 1 2 2 2 2
1,, , ,

1
1 2 1

n r n r r
r qp q k q k k

r
n r W z− − − −

=
η = − − − β ρ∑  .             (25) 

Розглянемо оператор перетворення 0 0L( ) :kR H H→ , 
L L( ) : ( )k kR E S= + , L L L=, , 0, , ,( ) ( , ) : ( , )k s q k k s q k kR v t v t , { }, N, 0,1q k s∈ ∈ .  

Беручи до уваги визначення операторів L L α=1, 1, , ,k k r  та комута-

тивність групи LΓ 0,( )k , отримуємо співвідношення 

( )L L β
=

= ∏ 1, , ,
1

( )
r

n
k k r

r
R R , = 1,2,...k .                       (26) 

Оператори ( ) LL β ∈ Γ1, , , 0,( )
rk r kR  є автоморфізмами простору 0H . 

Тому система ( )kV L є базою Ріса цього простору. 
При виконанні умов 1P  аналогічне представлення має оператор ( )R L . 
Тому, беручи до уваги теорему 4, отримуємо твердження теореми 1. 

Враховуючи означення бази Ріса для будь-якої функції ∈ 1f H  

( ) ( )( )L L
∞ ∞

= ==
= =∑ ∑ ∑

1
1, , , , , , , ,

1 01
, , : , , ;s q k s q k s q k s q k

q sk
f f v t f f w t H ,     (27) 

виконується нерівність 
∞ ∞

= ==
≤ ≤∑ ∑ ∑

12 22
5 1 6 1, ,

1 01
; | | ;s q k

q sk
C f H f C f H .                (28) 

Доведення теореми 2. Розвинемо розв’язок ( )u t задачі (1)–(3) в 
ряд Фур’є за системою L( )V  

( ) ( )( )L L
∞ ∞

= ==
= =∑ ∑ ∑

1
1, , , , , , , ,

1 01
, , : , , ;s q k s q k s q k s q k

q sk
u u v t u u w t H .    (29) 

Після підстановки (27), (29) у рівняння (1), отримаємо 
−= λ 1

, , , , , ,s q k s q k s q ku f , − −≤ =2 2 2 1, 51 7 1 7 1 6; ;u H C f H C z C C . 

Отже, ∈ 1u H . Враховуючи нерівності −ρ λ ≤2 1
, , , 1,n

s q s q k  

−λ ≤2 1
, , 1n

k s q kz , оцінимо 
22

1;n
tD u H , 

22
1;nA u H , 
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≤ < ∞
2 22

1 8 1; ;nA u H C f H , −= 1
58 6C C C , 

≤ < ∞2 2
1 8 1; ;u H C f H . 

Беручи до уваги означення норми простору, з останніх нерівнос-
тей отримуємо: ∈2

1
nA u H , ∈2

1
n

tD u H , ∈ 2u H . 

≤ + < ∞2 2
2 8 7 1; (2 ) ;u H C C f H . 

Теорему доведено. 
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DIRICHLET PROBLE FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS  
OF EVEN ORDER OPERATOR COEFFICIENTS THAT CONTAIN 

AN INVOLUTION 
 

Ya. O. Baranetskij  
National University "Lviv Polytechnic"; 79013, Lviv, st. Bandera, 12; 

e-mail: baryarom@ukr.net 
 

We study a problem with Dirichlet conditions for a differential 
equation of order 2n, whose coefficients are non-self-adjoint operators. It is 
established that the task operator has two subspaces generated by the 
involution operator, and two subsystems of the system of eigenfunctions, 
which are Riesz bases in each of the subspaces. Eigenvalues and 
eigenfunctions are defined. Sufficient conditions are obtained under which 
the system of eigenfunctions is the Rees base. The conditions for the 
existence of unity of the solution of the problem with homogeneous boundary 
conditions, constructed only as a series on the system of eigenfunctions, are 
established. 

Key words: differential-operator equations, eigenvalue, Riesz base, 
involution operator, transformation operator. 
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