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В роботі розглядається питання перетворення фазового прос-

тору та випадкової заміни часу в одновимірному симетричному стій-
кому процесі. Побудовано символ твірного оператора утвореного та-
ким чином процесу Маркова 
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Вступ 
Зафіксуємо значення параметрів ( ]2,1∈α  та 0>c . Симетричним 

α -стійким випадковим процесом в R  зветься одновимірний процес 
Маркова, твірний оператор A  якого діє на функції виду 
( ) ( ) λλϕ λ dex

R

xi Φ= ∫ , Rx∈  за правилом ( ) ( ) λλλϕ λα decx
R

xi Φ−= ∫A . Йо-

го щільність ймовірності переходу задається рівністю 

 ( ) ( ) λ
π

αλλ deyxtg
R

ctxyi∫ −−=
2
1,,0 . (1) 

При 2=α  інтеграл в правій частині (1) можна легко обчислити і 

одержати ( )
( )

ct
xy

e
tc

yxtg 4
0

2

4
1,,

−
−

=
π

. Тобто даний випадковий процес є 

вінеровим процесом (стандартним вінеровим процесом, якщо додатко-
во покласти 21=c ). Позначатимемо його через ( )( ) 0≥ttw . Добре відомо 
(див., наприклад, [1, 2]), що за умови обмеженості функції 

( ) ( )dyya
c

xA
x

∫=
0

1  випадковий процес ( ) ( )( )twft τη 1−= , де 

( ) ( )dyexf
x yA∫ −=

0

2 , а ( )( )( ){ }∫ ≥≥= −s

t tdwfvs
0

1:0inf ρρτ  з функцією 
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( ) ( )xAe
c

xv 41
=  є дифузійним процесом з дифузією c2  та переносом 

( )( ) Rxxa ∈ . Це означає, що твірний оператор процесу Маркова ( )tη  ви-
значений на двічі диференційованих функціях та має вигляд 

( )
dx
dxa

dx
dc +2

2

. 

Природно задатися питанням: як виглядатиме твірний оператор 
процесу Маркова утвореного із симетричного α -стійкого (при 

( )2,1∈α  випадкового процесу з допомогою деякого перетворення фа-
зового простору та наступної випадкової заміни часу? Це дозволить 
виділити клас допустимих збурень симетричних стійких процесів. Де-
яку відповідь на поставлене питання наведено в пункті 2. Наступний 
пункт роботи присвячено формулюванню потрібних допоміжних по-
нять та результатів. 

1. Основні поняття та допоміжні результати 
Нехай ( )( )xt PMt ,,ξ  (чи, коротше, ( )( )0≥ttξ  або ( )tξ ) однорідний 

процес Маркова в ( )( )RR B, . Тут ( )0≥⋅ tM t ) – σ -алгебра подій, відно-
сно якої вимірна випадкова величина ( )tξ , xP  – сім’я умовних ймовір-
нісних мір при умові ( ){ }x=0ξ , ( )RB -борелева σ -алгебра підмножин 
R . Позначимо через ( )RB  бананів простір обмежених на R  функцій з 
нормою ( )xff

Rx∈
= sup . Твірним(інфінітизимальним) оператором про-

цесу Маркова називається оператор A , що діє на функції з ( )RB  за 

правилом ( ) ( )( ) ( )( )xftfE
t

xf xt −= +↓ ξ1lim 0A  і визначений на тих функ-

ціях з ( )RB , на яких вказана границя існує в сенсі сильної збіжності в 
( )RB . Функція ( ) ( )( )ГГ ∈= tPxtP x ξ,, , 0>t , Rx∈ , ( )RB∈Г  називаєть-

ся ймовірністю переходу процесу Маркова ( )tξ . Ймовірність переходу 
однозначно (за умови рівності початкових значень) задає процес Мар-
кова з точністю до стохастичної еквівалентності. 

Нехай γ  вимірне відображення ( )( )RR B,  в ( )( )RR B, . Якщо має 
місце рівність ( ) ( )ГГ 11 ,,,, −− = γγ ytPxtP  для всіх 0≥t , ( )RB∈Г  та 

Ryx ∈,  таких, що yx γγ = , то ( ) ( )tt γξη =  є процесом Маркова утворе-
ним з процесу ( )tξ  з допомогою перетворення γ  його фазового прос-
тору. 

Нехай функція ( )( ) Rxxv ∈  приймає тільки додатні значення. Визна-
чимо сім’ю моментів зупинки рівністю  

                      ( )( ){ } 0,:0inf
0

≥≥≥= ∫ ttduuvs
s

t ξτ . 
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Тоді випадковий процес ( )tτξ  узгоджений з потоком σ -алгебр 

t
Mτ  є процесом Маркова утвореним з ( )tξ  з допомогою випадкової 
заміни часу. При цьому твірний оператор утвореного процесу рівний 

( )A
⋅v

1 . З деталями викладеного можна ознайомитись в класичній мо-

нографії [3]. 
2. Перетворення фазового простору та випадкова заміна часу 

у симетричному стійкому процесі 
Позначимо через ( )( )xt PMt ,,0ξ  симетричний α -стійкий (з 

( )2,1∈α ) випадковий процес зі щільністю ймовірності переходу відно-
сно лебегової міри ( )( ) RyRxtyxtg ∈∈> ,,00 ,,  визначеною рівністю (1). 

Нехай функція ( )RDRDf ⊆→:  взаємно однозначна та дифере-
нційована. Покладемо ( ) ( )( )tft 0

1 ξξ −= . Випадковий процес ( )( ) 00 >ttξ  є 
марківським зі щільністю ймовірності переходу  

                ( ) ( ) ( )( ) ( ) { }
⎩
⎨
⎧ ∈′

=
.,0

,,,,,
,, 0

випадкуіншомув
Dyxyfyfxftg

yxtg  

Для кожної неперервної, обмеженої функції ( )( ) Rxx ∈ϕ  функція 

                      ( ) ( ) ( )∫= R
dyyxtgyxtu ,,,, 00 ϕϕ  

задовольняє рівняння  

                       ( ) ( )( )xtu
t

xtu
⋅=

∂
∂ ,,

0
0 A ,   0>t ,   Rx∈                                   (2) 

та початкову умову ( ) ( )xxu ϕϕ =+ ,,0 .  
Розглянемо функцію ( )( ) Dxtxtu ∈> ,0,, ϕ , що задається рівністю  

      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ).,,,,

,,,,,,
1

00
1

0

∫
∫∫

−− ==

=′==

R

DR

fxftudzzxftgzf

dyyfyfxftgydyyxtgyxtu

ϕϕ

ϕϕϕ
 

З рівняння (2) маємо  

         ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xfftufxftu
tt

xtu 1
0

1
0 ,,,,,, −− ⋅=

∂
∂

=
∂

∂ ϕϕϕ A .         (3) 

Для зручності позначимо ( )1−= fϕψ . Тоді  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2
1,,,, 00 ∫∫∫ −−==

R

ctzyi

RR
dzdezdzzytgzxtu λ

π
ψψψ

αλλ  

Надалі вважатимемо, що функція ( )( ) R∈zzψ  абсолютно інтегровна. 
Тоді, змінивши порядок інтегрування, матимемо  

                      ( ) ( ) λλψ
αλλ dextu

R

ctyi∫ −Ψ=,,0 ,  
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де ( ) ( )dzze
R

yi ψ
π

λ λ∫ −=Ψ
2
1 . Тому  

                         ( )( ) ( ) λλλψ
αλλα decytu ctyi

R

−∫ Ψ−=⋅,,0A .                           (4) 

Нехай L  твірний оператор випадкового процесу ( )tξ . Тоді з рів-
ностей (3), (4) одержуємо 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) λλλψϕ
αλλα decyftuxtu ctxfi

R

−∫ Ψ−=⋅=⋅ ,,,, 0AL            (5) 

при 0>t , Dx∈ . Розглянемо функцію 

                         ( ) ( )dxxtuetU
R

yi ϕ
π

ϕλ λ ,,
2
1,, ∫ −= . 

Нехай ( )( ) R∈∈ λλχ ,, Dzx  символ оператора L . Тоді  

            
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫∫∫

∫
−−

−

Ψ=

==⋅

R

ctxfi

R

xi

R

xi

R

xi

ddydeeex

dtUexxtu

.,
2
1

,,,,,

λμμλχ
π

λϕλλχϕ
αμμλλ

λL
 

Припустимо, що існує ( ) ( ) λλχ
π

λ dexzK
R

zi
x ∫= ,

2
1 , xDz −∈ , де 

{ }DyxyxD ∈−=− : . 
Покладемо ( ) 0=zKx  при xDz −∉ . Тоді  

          ( )( ) ( ) ( ) ( ) μλμϕ μμ α

dydxyKedextu xD

yfi

R

ct −Ψ=⋅ ∫∫ −−,,L .            (6) 

Порівнявши рівності (5) і (6) отримаємо  
                     ( ) ( )( ) ( )dyxyKec xD

xfyfi −= ∫ −λαλ . 

Позначивши ( ) Rzxf ∈=  та зробивши заміну ( ) pyf =  в інтегра-
лі з правої частини останньої рівності, одержимо при R∈λ , Rz∈   

       

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ).1
11

1
11

1

1

uzff
duzfuzfKe

pff
dpzfpfKec

zfR

ui

zfR

zpi

+′
−+=

=
′

−=

−
−−

−
−−−

−

−

∫

∫
λ

λαλ
 

Це означає, що при всіх Rz∈ , Ru∈   

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) λλ
π

λα dec
uzff

zfuzfK
R

ui
zf ∫ −

−
−− −=

+′
−+−

2
1

1
11

1 , 

де інтеграл розуміється в сенсі головного значення.  
Отже, при всіх Rz∈ , Ru∈   

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 11
11 1

2
sin11

1 +−
−− +=

+′
−+− α

παα
π u
c

uzff
zfuzfK zf Г . 
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Поклавши ( )xfz = , ( ) ( ) yzfuzf =−+ −− 11 , одержимо, що при 
Dx∈ , xDy −∈   

           ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 12

sin1 +−+

+′
+= α

παα
π xfyxf

yxfcyKx Г . 

Тоді при Dx∈ , R∈λ   

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,
2

sin1

2
sin1,

1

1

dze
xfzf

zfec

dye
xfyxf

yxfcx

D

yixi

xD

yi

∫

∫

+
−

− +

−

′
+=

=
−+

+′
+=

λ
α

λ

λ
α

παα
π

παα
π

λχ

Г

Г

 

де інтеграл розуміється в сенсі головного значення. 
Застосуємо тепер до процесу ( )tξ  випадкову заміну часу описану 

в пункті 1 з деякою додатною функцією ( )( ) Rxxv ∈ . Символ твірного 
оператора утвореного процесу матиме вигляд 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
dze

xfzf
zf

xv
ecx

D

yi
xi

∫ +

−

−

′
+= λ

α

λπαα
π

λχ 12
sin1,ˆ Г .                (7) 

Таким чином, рівність (7) визначає можливі символи твірних 
операторів процесів Маркова, які можна одержати із симетричного α -
стійкого процесу з допомогою перетворення фазового простору та ви-
падкової заміни часу. 
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The paper deals with the problem of transformation of phase space 

and the random change of time in a one-dimensional symmetric stable proc-
ess. The symbol of the generator of Markov process thus for med is con-
structed. 
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