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             itt ≠ ; 
де:        ( )( ) ( )( ) ( )( )0,0,0,0,0 −−−++≡− jjjjjj sxstKsxstKsxY ,             ( )2  

( ) ( ) ( ) ( )( )000 −≡=−−+== iiiiitt txIxItxtxx
i

εεΔ ;                          ( )3  

x , F , iI  - точки n - вимірного евклідового простору; K , jY  - точки m - 
вимірного евклідового простору; ε  - малий параметр; t  - час. 

Побудуємо для системи ( )1  - ( )3  відповідну усереднену систему 
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Наведемо теорему, суть якої полягає в тому, що за досить загальних 
умов різницю ( ) ( )tytx −  можна зробити як завгодно малою за достатньо 
малого 0>ε  на як завгодно великому інтервалі часу Tt <<0 . До того 
ж, оскільки ( )ty  залежить від t  через tε , то необхідно щоб протягом 
вказаного інтервалу часу функція ( )ty  могла встигнути відійти від свого 
початкового значення, тобто щоб цей інтервал був достатньо довгим з 

точки зору змінювання ( )ty , за T  треба взяти величину порядку 
ε
L , де 

L  можна зробити як завгодно великим за достатньо малого ε . 
Сформулюємо і наведемо доведення основної теореми Крилова-

Боголюбова-Митропольського про малість похибки різниці ( ) ( )tytx −  у 
першому наближенні. 

 
Теорема. Нехай функції ( )zxtF ,, , ( )xstK ,, , ( )xYj , ( )xIi  задоволь-

няють умови: 
а) для деяких областей 1D  і 2D  можна вказати такі додатні сталі 1M , 

2M , 3M , 4M  та 1λ , 2λ , 3λ , 4λ , 5λ , що за всіх дійсних значень 0≥t , 
0≥it , tss <<0 , tss j <<0  для будь-яких x , z , x′ , z′  із цих областей 

виконано нерівності 
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( ) 1,, MzxtF ≤ ,    ( ) 2,, MzxtK ≤ ,    ( ) 3MxYj ≤ ,    ( ) 4MxIi ≤ ,      ( )9  

( ) ( ) zzxxzxtFzxtF ′−+′−≤′′− 21,,,, λλ , 

( ) ( ) xxxstKxstK ′−≤′− 3,,,, λ ,                                    ( )10  
б) в областях 1D  і 2D  існують рівномірні щодо x , z  границі 
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Тоді будь-яким як завгодно малим заданим ρ , η  та як завгодно ве-
ликому L  можна поставити у відповідність таке додатне 0ε , що коли 

( )tyy =  - розв’язок рівняння 
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означений на інтервалі ∞<< t0  і лежить в області 1D  разом із своїм ρ -
околом, то для  

00 εε <<  в інтервалі 
ε
Lt <<0  справедлива нерівність  

( ) ( ) η<− tytx ,                                               ( )12  
в якій ( )tx  - розв’язок системи 
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що дорівнює ( )0y  за 0=t . 
 
Доведення. Фіксуємо деяке додатне число a  та будуємо функцію 
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в якій додатну величину aΑ  визначає співвідношення ( ) 1=∫ dxx
n

a
Ε

Δ , де 

інтегрування поширюється на весь розглядуваний простір nΕ ; dx  по-
значає нескінченно малий елемент звичайного n - вимірного евклідово-
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го об’єму. Очевидно, введена функція ( )xaΔ  є обмеженою разом із сво-
їми частинними похідними до другого порядку включно. 

 
Оскільки ця функція та її похідні тотожно дорівнюють нулеві при 
ax > , неважко пересвідчитися, що інтеграл 
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скінчений за будь-якого додатного a . 
Зваживши на це, розглянемо функцію 
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З огляду на умову «б» можна побудувати таку монотонну спадну функ-
цію ( )tf , прямуючиє до нуля при ∞→t , що в усій області 1D  
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Тому маємо  
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тобто                                    ( ) ( )ttfxtU ≤, .                                        ( )17  
Відтак можна записати 
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або згідно з виразом ( )14  
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З іншого боку, з умови «а» випливає, що виконуються нерівності 
( )9 , ( )10  і тому 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) zzxxzxFtztxtFzxFtztxtF ′−+−′≤+−−′′ 2100 22,,,,,, λλ .   ( )19  
Як випливає з виразу ( )15  
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Звідси, врахувавши ( )19 , пересвідчимось, що в області 1D  справед-
лива нерівність 
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Проте, згідно з означенням функції ( )xaΔ  для будь-якої точки x , що 
разом зі своїм a -околом належить до області 1D , маємо 

( ) ( ) 1
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=′′−=′−∫ ∫
<′−D axx

aa xdxxdxxx ΔΔ . 

Отже, зі співвідношення ( )20  для таких точок одержуємо 
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Фіксуємо тепер число a  так, щоб 
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де ( )ρη ,min* n= , і вводимо функції 
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Очевидно, маємо  ( ) 0→εF ,  0→ε ,  ( ) 0→tÔ ,  ∞→t . 
Тому можемо знайти як завгодно мале додатне 0ε , таке, щоб для 

будь-якого додатного ε , не більшого за 0ε , мали місце нерівності 
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Зробивши такий вибір величин 0ε  та a , розглянемо вираз  
( ) ( ) ( )( )tytUtytxx ,ε+== ,                                  ( )25  

де ( )ty  розв’язок рівняння ( )4 - ( )5 , що належить разом зі своїм ρ -
околом області 1D . 

З огляду на нерівності ( )17  та ( )22 - ( )24 , в інтервалі 

ε
Lt <<0                                                        ( )26  

маємо                      ( ) ( ) ( ) ρεεε <<≤≤ aFtftytU , .                       ( )27  
Отже, в інтервалі ( )26     ( ) Dtx ∈ . 

Далі                                 ( ) ( )( ) RtztxtF
dt
xd
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Використовуючи обмеження у вигляді умов Ліпшіца можемо дійти 
висновку, що 

( ) ( ) η<− tytx     і    ( ) ( ) ρ<− tytx                               ( )29  

на інтервалі 
ε
Lt <<0 , що й завершує доведення теореми. 
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