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nn
eazF λ∑+∞

0=
=)(  з довільною 

немонотонною послідовністю показників ,0}:{ +⊂≥ Rnnλ  встановлено 
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Вступ 
У цій статті розглядаємо цілі функції ,F  задані абсолютно 

збіжними у всій комплексній площині рядами Діріхле вигляду  

                                          ,=)(
0=

nz
n

n

eazF λ∑
+∞

                                         (1) 

де )(= nλλ  – довільна послідовність попарно різних невід’ємних 

дійсних чисел, тобто kn λλ =/  ),=( kn /  )[0,=0}:{ +∞⊂≥ +

def

n n Rλ . Через 

aD  позначатимемо клас абсолютно збіжних у півплощині  
                              ,},<:{= +∞≤Π aazReza  

рядів Діріхле вигляду (0.1), де .0}:{ +⊂≥ Rnnλ  Зрозуміло, що              

∞+DD
def
=  – клас цілих рядів Діріхле вигляду (1). 

Через ,ΔD  ],(0,+∞∈Δ  позначимо клас цілих рядів Діріхле з класу 
,D  показники яких задовольняють умову  

        .де,=0}:{sup<:0)( Δ≤≥≥∀ ββλλ
def

jn jn                          (2) 

Нехай )(λ+D  та )(0 λ+D  – підкласи класів D  та 0D  відповідно, 
тобто у ці підкласи входять ряди Діріхле вигляду (1) з фіксованою 
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монотонно зростаючою до ∞+  послідовністю показників ),(= nλλ  
такою, що  

                     ).(1<<0 10 +∞→≤+∞→≤ + nnn λλλ  
Для ,aDF ∈  ,+∞≤a  та ax <  позначимо  

                       },:|)({|sup=),( R∈+ yiyxFFxM  

                           0}.:|{|max=),( ≥neaFx nx
n

λμ  
У статті [1] доведено таку теорему, яка містить необхідну і 

достатню умову для того, щоб співвідношення Бореля на додатному 
дійсному промені виконувалось зовні деякої множини скінченної міри 
Лебега для кожної цілої функції )(λ+∈DF . 

Теорема А [1]. Для того, щоб для кожної функції )(λ+∈DF  
співвідношення Бореля  

                      ),(ln(1))(1=),(ln FxoFxM μ+                                 (3) 
виконувалось при +∞→x  зовні деякої множини )[0,+∞⊂E  скінченної 
міри Лебега необхідно і достатньо, щоб для nn λμ =  0)( ≥n  
виконувалась умова  

                                      .<1
1=

+∞∑
+∞

nn nμ
                                               (4) 

У статті [2] встановлений такий аналог Теореми А для функцій з класу 
)(= 00 λ

λ

++ DD U . 

Теорема Б [2]. Нехай +∈ 0DF . Якщо для коефіцієнтів )( *
na  її 

мажоранти Ньютона виконується умова (4) з *ln= nn aμ , то  

                     ,),(ln
||

1=),(ln ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Fx
x

oFxM μ  

при 0−→x  зовнi деякої множини 1E  скiнченної логарифмiчної мiри на 

інтервалі 1,0)[−  (тобто, +∞−∩−− ∫
−∩

<
||

=1;0))[(measln
1;0)[1

10 x
dxE

E

def
). 

Якщо додатково вимагати виконання умови  
                0),<(),(ln||:0)>( 0 xxFxxq q ≤↑∃ μ  

то при 0−→x  зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри на 
інтервалі 1,0)[−  справджується спiввiдношенння Бореля (3).  

У статті [3] подібне твердження отримане у класі +∞D . 
Додатну послідовність )( nx  назвемо майже монотонно спадною, якщо 
знайдеться стала 0>δ  така, що nm xx δ≤  для всіх 1nn ≥  і 1.+≥ nm  
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Теорема Г [3]. Нехай ,Δ∈DF  ,+∞≤Δ  .||ln= n

def

n a−μ  Якщо 
,11 L∈Φ  послідовність )/ln( nn μ  майже монотонно спадна i 

виконується умова (4), то спiввiдношення (3) виконується при +∞→x  
зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри. 

Для доведення основних результатів цього дослідження 
використовуватимемо оцінку загального члена цілого ряду Діріхле з 
класу D  через максимальний член цього ряду, яку отримано в статті [3]. 
Використаємо наступні позначення. 

Нехай L  – клас додатних неперервних функцій ++ →RR:ψ  
таких, що +∞→)(tψ  )( +∞→t ; 0L  – клас функцій L∈Φ  таких, що 

))((=)(
0

xOdt
t
tx

x
Φ

Φ
∫  )( +∞→x ; 

+L  – підклас L , в який входять зростаючі до ∞+  при +∞→x  
функції; 

1L  – клас функцій L∈ψ  таких, що +∞∫
+∞

<
)(0 t

dt
ψ

; ++ ∩LLL 11 = ; 

2L  – клас диференційовних вгнутих функцій +∈Lω  таких, що 

).())((=1
+∞→′ ttO

t
ω  

Для функції ,+∞∈DF  такої, що ,01 L∈Φ  де ),,(ln=)(1 Fxxx μΦ  
визначимо таку сталу  

                 ,<}:)(
)(

1{sup== 0
1

0
1

+∞≥
Φ

Φ ∫ xxdt
t

t
x

KK
xdef

F                (5) 

де 1}.=),(:{max=0 Fxxx μ  Зауважимо, що для ](0, 0xx∈   

                                  ).(=0=)(
1

1
0

xdt
t

tx
Φ

Φ
∫                                    (6) 

З опуклості функції ),(ln Fxμ  на проміжку ],[0, x  0,>x  
отримаємо, що для 021 >> xxx   

        >
0

)(0,ln),(ln=)(
1

1
11 −

−
Φ

x
FFxx μμ ),(=

0
)(0,ln),(ln

21
2

2 x
x

FFx
Φ

−
− μμ  

тобто, 1Φ  монотонно зростає на ).,[ 0 +∞x  Тому для функції  
                                      )[0,),[: 01 +∞→+∞Φ x  

існує обернена функція  
                                       ).,[)[0,: 01 +∞→+∞ xϕ  

Подібно, для функції ),,(ln=)( Fxx μΦ  визначеної на проміжку 
),,[ 0 +∞x  існує обернена функція  
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                       .=(0)),,[)[0,: 00 xx ϕϕ +∞→+∞  
Логарифмічною мірою вимірної множини )[1,+∞⊂E  назвемо величину  

                         .ln=)(ln xdEmeas
E

def

∫−  

Теорема B [3]. Нехай функція ,+∞∈DF  така що ,11 L∈Φ  а )(tv  – 
невiд’ємна на )[0,+∞  i додатна при +∞→t  функцiя, така, що 

+∞∫
+∞

<)(
0

dttv . Якщо )(|)|ln(=ln +∞→naon n , то iснує функцiя 

)()(1 +∞→+∞↑ ttc  така, що для всiх 0≥n  i для всiх 
)<)(ln,(0> +∞−∉ EmeasExx  виконується нерiвнiсть  

   ,)(4
)(
)()(exp),(e|| 12

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−≤ ∫− dttv
t
tctxeFxa n

nKnx
n ϕ

μμ
μ

νμ

λ               (7) 

де ||ln= nn a−μ , а )},(=||:{max=),(= FxeanFx nx
n μνν λ  – центральний 

iндекс ряду (1). 
У статті [4] для цілих рядів з довільною системою комплексних 

показників доведено теорему, подібну до Теореми В. 
Узагальнення співвідношення Бореля  
Позначимо через 3L  – клас додатних неперервно диференцiйовних 

на )[0,+∞  функцiй ω  із спадною похiдною  
                               ).(0)( +∞↑↓′ xxω  

Для функцiї 1L∈ω  через )(xk  позначимо обернену функцію до 

функції .
)(

1
xω′

 Зрозуміло, що  

                                 ).()( +∞↑+∞↑ xxk  
Для прикладу, описані щойно умови задовольняють такі функції  

0,>),>()ln(=)(0,>),>()lnln(=)( 2 αωαω αα exxxexxx  
(0,1).1),>(=)( ∈αω α xxx  

Для них, відповідно,  

      ),()ln()(,
ln

)lnln()( 1
1

+∞→== −
−

xxxxk
x
xxxk α

α

αα  

      1).>()(=)( )1/(1 xxxk αα −  
Тепер доведемо таке нове твердження про узагальнення 

співвідношення типу Бореля в класі .+∞D  
Теорема 1. Нехай ., 3L∈∈ +∞ ωDF  Якщо існує додатна зростаюча 

до ∞+  при +∞→t  функція )(tc  така, що виконується умова  

           1=)(,<))(ln)((
12

1
1 ∑∫ ≤

∞
+∞

tn
tndt

t
tntck

μ
                              (8) 
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i iснує невiд’ємна функцiя )(1 tα  така, що ↓
t
t)(1α  )( +∞→t  i  

               ,<)(),())((=)(ln 2
1

11 +∞+∞→ ∫
∞

dt
t

tttOtn αα                     (9) 

де |,|ln= nn a−μ  0),(ln1 L∈Fx
x

μ , то при +∞→x  зовнi деякої множини 

E  скiнченної логарифмiчної мiри виконується співвідношення  
                    0.)),(ln()),(ln( →− FxFxM μωω                              (10) 

Зазначимо, що умови достатні для того, щоб виконувалось 
узагальнення співвідношення Бореля (10) встановлювались раніше в 
класі )(λ+D  в [5] (подальшу бібліографію див також в [6]). Метод 
доведення, який при цьому використовується, відмінний від методу 
даної статті, який у свою чергу є близьким до методу, що 
використовується в [2, 6] для доведення подібних тверджень в класах 
абсолютно збіжних рядів Діріхле з монотонно зростаючою до ∞+  
послідовністю показників. 

Доведення Теореми 1. З умови (8) випливає, що Теорему В можна 
застосувати з функцiєю  

                      )).(ln)((16=)( 1
2 tntckttv −  

Покладаючи в (7) 0=n  для всiх 0>x  зовнi множини скiнченної 
логарифмiчної мiри маємо  

≥≥ ∫ dt
t

tntck
t
tcxFx ))(4ln)(4(
)(
)(),(ln 11

0 ϕ
μ

νμ

≥∫ dt
t

tntck
t
tcx ))(4ln)(4(
)(
)( 11

/2 ϕ

νμ

νμ

  

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥ 2ln))(2ln)(2(

2)( 11 νν
ν

ν

μμμ
μϕ

nckcx )),(2ln)(2(
)(

2
1 νν

ν

μμ
μϕ

nckx     (11) 

де )(tϕ  – функцiя, обернена до функцiї ),(ln=)( Fxx μΦ . 
Умова (9) надає можливість використати Теорему В з функцiєю 

).(16=)( 1
2 tttv α−  Згідно монотонності ↑

)(t
t

ϕ
 i +∞→↓ t

t
t)(41α , для всiх 

0>x  зовнi множини скiнченної логарифмiчної мiри отримаємо  

      ≤
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−≤ ∫∑∑ dtt

t
t

t
tcx

Fx
ea n

n

n

nx
n

n

)(4
)(
)(exp

),(
||

12
1

2>2>
αμ

ϕμ

μ

νμνμμ

λ

νμμ

 

              ,)(4
)(

)(4exp 2
1

1
2> ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−≤ ∫∑ dt

t
txc n

n

n

n

n

μ
μ
μα

μϕ
μμ

μ

νμν

ν
ν

νμμ

 

де ),(= Fxνν  – центральний iндекс. Нескладно обчислити, що 

e
1=0>:lnmax

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ x

x
x , тому для νμμ 2≥n  отримаємо  



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2017. – № 2(38) 

33 

              0.>1
2
1ln1=2 e

dt
t

t n

nn

n
n

n

−≥−−
−

∫
ν

νν

μ

νμ

ν

μ
μ

μ
μ

μ
μμ

μ
μ                  (12) 

З допомогою нерівності (12) при +∞→x  зовнi множини 
скiнченної логарифiчної мiри, отримаємо  

     ,)(4
)(

)(~
exp

),(
||

1
1

2>2> ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−

≤ ∑∑ n

n

nx
n

n

cx
Fx

ea μα
μϕ
μ

μ ν

ν

νμμ

λ

νμμ

                      (13) 

де .1
2
1)(4=)(~

11 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

e
cc νν μμ  Зауважимо тепер, що для всiх досить великих 

x  з нерiвностi νν λμμ xFx +−≤ =),(ln0  отримаємо 
ν

ν

λ
μ

≥x , а за 

означенням максимального члена для всiх n  при )(= nx μϕ   

               ,
)(

2=)(=),(ln

n

nnn
n x

x
x
Fx

μϕ
μμμμλ +Φ+

≤  

тому  

                                      ).(
2
1

νμϕ≥x                                                (14) 

Отже, з (11) i (13)при +∞→x  зовнi деякої множини скiнченної 
логарифмiчної мiри отримаємо  

                          )).(2ln)(2(),(ln 1 νν μμμ nckFx ≥                           (15) 
Згідно першої частини умови (9) з деякою сталою 0>C  

отримаємо таку нерівність  

     ≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−≤ ∑∑ )(4

2
)(~

exp
),(

||
1

1

2>2>
n

n

nx
n

n

c
Fx

ea μαμ
μ

ν

νμμ

λ

νμμ

 

     ≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−≤ ∑ )(4ln

2
)(~

exp 1
1

2>
n

n

n
C

c μμν

νμμ

 

     (1).=1)(ln
2

)(~
exp 1

2>

on
C

c

n ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−≤ ∑ ν

νμμ

μ                                       (16) 

З нерівності (16) послідовно при +∞→x  ( Ex∉ , E  – скiнченної 
логарифмiчної мiри) отримуємо  

    ≤− )),(ln()),(ln( FxFxM μωω  

       ≤−+≤ ∑∑
≤

)),(ln()||||(
2>2

Fxeaea nx
n

n

nx
n

n

μωω λ

νμμ

λ

νμμ

 

      )).,(ln()),(ln(1)))(2(ln( 1 FxFxon μωμμω ν −++≤  
Звідси за теоремою Лагранжа про скінченні прирости, використовуючи 
при цьому монотонність похідної ω′  і нерівність (15), при +∞→x  
( Ex∉ , E  – скiнченної логарифмiчної мiри) остаточно отримаємо  
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≤− )),(ln()),(ln( FxFxM μωω ≤′+ )),(ln((1)))(2(ln 1 Fxon μωμν  

      ( )( )=)(2ln)(2(1)))(2(ln 11 ννν μμωμ nckon ′+≤ (1).=
)(2ln)(2

(1)))(2(ln

1

1 o
nc

on

νν

ν

μμ
μ +  

Теорему 1 доведено.  
Відзначимо, що на наш погляд умови (9) Теореми 1 відіграють 

тільки допоміжну роль і, тому є суто технічними. На це вказує і той 
факт, що їх можна замінити на таку умову  

:)0)(0)(>0)(>0)(>( 00 uuuq ≥∀≥∃∃∃∃ δε qut

u
untdne ))(2()( 11

/

2
≤−+∞

∫
εδ     (17) 

яка має дещо інший характер, де )(1 tn  – лічильна функція послідовності 
),( nμ  .||ln= nn a−μ  
Твердження. Нехай .DF ∈  Якщо виконується умова і існує 

додатна зростаюча до ∞+  при +∞→x  функція )(xc  така, що 
виконується умова (8), а 0),(ln1 L∈Fxx μ , то при +∞→x  зовнi деякої 

множини 2E  скiнченної логарифмiчної мiри виконується 
співвідношення (10). 

Доведення Твердження. Застосуємо Теорему В з функціями  

             0),(=)(
1,<00,

1,4
=)( 1
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де 0>0V  – деяка стала, яку ми виберемо нижче. За монотонністю 
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 та нерівністю (14) для всiх 0>x  зовнi множини скiнченної 

логарифмiчної мiри послідовно отримаємо  
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Проведемо наступні перетворення:  
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де .)(1=)( 1 εε +−+ ttth  Оскільки для похідної функції виконується 
0>))(1(1=)( εε tth −+′  (0,1)),( ∈t  то для [0,1/2]∈u  маємо 

).2(1
2
1=(1/2))((0)=0 εε −−+≤≤ huhh  
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Переконаємось, що 0.>(1/2)1=0 ε
hh −  Справді, 

),))/(2(1(2=0 εεε −−−h  але оскільки 2ln1= xy −  – дотична до графіка 
xy −2=  у точці 0=x , то з опуклості графіка функції xy −2=  отримаємо 

)(1>2)ln(1>2 εεε −−−  для будь-якого 0>ε . Тому, з (18) і (19) для всiх 
0>x  зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри, вибираючи 

сталу ,)2(1=
0

0 h
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Звідси, подібно як і вище, за допомогою (15), при +∞→x  зовні деякої 
множини скінченної логарифмічної міри отримуємо  
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Твердження доведено.  
Насамкінець висловимо такі припущення. 
Припущення. 

1. Умови (9) у Теоремі 1 можна зняти. 
2. Умова (8) є і необхідною для того, щоб співвідношення (10) 

виконувалось зовні деякої множини скінченної міри для кожної функції 
+∞∈DF  з фіксованою послідовністю |).(| na  
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GENERALISATION OF BOREL'S RELATION FOR ENTIRE 

DIRICHLET SERIES WITH ARBITRARY POSITIVE EXPONENTS 
 

I. Ye. Ovchar1, Ya. I. Savchuk1, O. B. Skaskiv2 

1Ivano-Frankivsk National Technical University of Oil and Gas; 
76019, Ivano-Frankivsk, Carpatska Str., 15 
2Ivan Franko National University of L'viv; 

79000, Lviv, Universytetska Str., 1 
 

For a entire Dirichlet series nz
nn
eazF λ∑+∞

0=
=)(  with arbitrary 

unbounded sequence of exponents ,0}:{ +⊂≥ Rnnλ  conditions for 
0)),(ln()),(ln( →− FxFxM μωω  as +∞→x  ),<ln,( +∞∉ ∫ xdEx

E
 where 

},:|)({|sup=),( R∈+ yiyxFFxM  0}:|{|max=),( ≥neaFx nx
n

λμ  )( R∈x  
are established. 

Key words: Dirichlet series, Borel's relation, maximal term, maximum 
of the modulus, logarithmic measure. 
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