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Статтю присвячено застосуванню рядів Фур’є в комп'ютерній 

графіці, оскільки двовимірні зображення можна представляти як дво-
вимірний сигнал, незважаючи на те, що в аналоговій формі цей сигнал 
нескінченний, у дискретній він позначений тільки в точках растрового 
зображення. Запропоновано і розроблено алгоритм ущільнення, що ви-
користовується у форматі збереження зображення JPEG, побудований 
на основі дискретного косинус перетворення з метою уникнення явища 
Гіббса. Обґрунтовано актуальність досліджень періодичних функцій,  
розкладених на спектр, що є фізичним аналогом математичних викла-
дів. 

Ключові слова: ряд Фур’є, періодичні функції, явище Гіббса, дис-
кретне перетворення, косинус перетворення, синус перетворення, гра-
фічне зображення. 

 
На сьогоднішній день ряди Фур’є є часто вживаними, як у науці, 

так і у техніці та побуті. У повсякденному житті ми дуже часто слухає-
мо музику, дивимося телевізор, але не усвідомлюємо, що насправді ви-
конуємо перетворення Фур’є. Переглядаючи телевізійні передачі, наше 
око сприймає інформацію, і наш орган зору будує перетворення, пред-
ставляючи картинку, що є коливальним рухом частинок пружного сере-
довища, що розповсюджується у вигляді хвиль, як спектр кольорів різ-
ної яскравості, інтенсивності тощо. Мозок перетворює цю інформацію 
на сприймане зображення. 

Одним із прикладів є сонячний промінь, розкладений на спектр, 
який є фізичним аналогом математичних перетворень. Інтенсивність 
сонячного променя, що входить в призму, постійно міняється в часі.  
Світло, що виходить з призми, роздільне в просторі на окремі «чисті» 
кольори або частоти. У цьому спектрі є середня амплітуда на кожній 
частоті. Таким чином, функція інтенсивності від часу трансформувалася 
у функцію амплітуди залежно від частоти. Перетворення Фур’є може 
представити сигнал, що змінюється в часі, у вигляді залежності частоти 
і амплітуди, але воно дає також інформацію про фазу. На рис. 1 зобра-
жено графік у поперечному перерізі, і він нам нагадує складну хвилю, 
яка складається із великої кількості простих гармонік з різними часто-
тами, сума яких є періодичною функцією. 
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Рис. 1. Розклад на прості гармоніки графіка функції в ряд Фур’є 

та апроксимуюча крива 
 
Графік суми гармонік різко відрізняється від графіків функцій, що 

додаються. Описана сума є рядом Фур’є: 
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Дана функція ( )xf  з періодом π2=T  на проміжку від ( )ππ ;−  по-
винна задовольняти умовам Діріхле, а саме: 
1. Якщо вона на цьому інтервалі має скінченну кількість точок розриву 
першого роду; 
2. Якщо вона на цьому інтервалі має скінченну кількість точок екстре-
муму; 
3. Якщо існує правостороння границя лівого кінця функції та лівосто-
роння границя правого кінця. 

Також слід звернути увагу на явище Гіббса: зі збільшенням числа 
членів у сумі апроксимуюча крива наближається до графіка вихідної 
функції у всіх точках, крім точок розриву. У цих точках з’являються 
маленькі виступи. Зі збільшенням числа доданків ці виступи зміщують-
ся до точки розриву. Коли число доданків у частинній сумі збільшуєть-
ся, площа виступу на кривій зменшується, причому виступи не змен-
шуються по висоті, а лише стають вужчими. 

Таким чином, нескінченний ряд в границі наближається за видом 
до потрібної функції, за виключенням виступів, які з’являються, як вка-
зано, біля точок розриву. Така поведінка частинних сум називається 
явищем  Гіббса, причому з ним ми повсякчас зустрічаємося, коли маємо 
справу з апроксимацією розривних функцій у їхніх точках розриву. До-
ведено, що величина виступу залежить від величини стрибка функції у 
точці розриву. Якщо цей стрибок дорівнює h, то величина виступу для 
функції періоду 2π дорівнює 0,0895h. 
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З явищем Гіббса можна боротися у випадку парних функцій, які за 
періодичного поширення не мають розривів; а також функцій, заданих 
на половинному періоді, які поширюють у сусідній інтервал (для запо-
бігання цьому явищу) за допомогою розкладу в ряд Фур’є за косинуса-
ми, якому притаманні кращі властивості збіжності. Проте, якщо функція 
( )xf , задана на інтервалі (0;π), у точках х=0 та х=π дорівнює нулю, то 

слід віддати перевагу розкладанню її в ряд синусів, який у цьому випад-
ку дає кращу збіжність, ніж ряд косинусів. Це пояснюється тим, що, 
здійснивши непарне продовження функції ( )xf  з інтервалу (0;π) в ін-
тервал (-π;0), ми забезпечимо неперервність не лише самої функції у 
цих точках, але й її першої похідної. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 2. Моделі представлення просторового зображення 

 
Подамо зображення як функцію двох змінних, визначену в точках 

кінцевого растрового зображення. Нехай I(x, y) – значення атрибута пік-
селя (наприклад, номер палітри, інтенсивності) залежно від колірної 
моделі представлення зображення (рис.2). Безліч таких функцій на точ-
ках фіксованого кінцевого растрового зображення утворюють скінчен-
номірний простір RX,Y розмірності m × n (|X|=m, |Y|= n) із скалярним 
утворенням 
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Будемо ототожнювати із  простором I2(X × Y ). У такому просторі 
існує базис, тобто така система елементів { } nmk

kke ×=
=1  (3) із RX,Y і такий 

набір одночасно не рівних нулеві коефіцієнтів { } nmk
kkC ×=
=1  (4), що для 

будь-якої функції І із цього простору виконується така рівність 
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Якщо додатково припустити ортонормованість базису, тоді  

                                      ( )
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
.,1
,,0

,
qp
qp

ee qp                                          (6) 

і виконуватиметься таке співвідношення Ck = (I, ek) де, C – множина 
значень атрибутів (як правило, колір). Оскільки двовимірне зображення 
можна представити, як двовимірний сигнал, то у аналоговій формі цей 
сигнал неперервний, а у дискретній формі – визначений лише в точках 
растрового зображення D. Тому для розгляду зображення у визначено-
му прямокутнику зручно розкласти його в ряд Фур’є. 

Розглянемо одновимірні сигнали з одновимірною областю визна-
чення. Якщо представити функцію комплексної змінної ( )F  у вигляді 
суми дійсної та уявної частин ( ) ( ) ( ),ImRe fifF += то модуль (або амп-

літуда) буде рівним ( ) ( )22 ImRe ff + , а фазовий зсув складе ( )
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На графіках будуть подано тільки наочні значення амплітуд. У багато-
вимірному випадку значення xf ×  замінюється на скалярний вираз век-
торів f

r
та xr . Тоді частотне представлення для одновимірної функції 

розраховується за допомогою перетворення Фур’є 
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∞

∞−

 що для загального двовимірного зо-

браження перетворення Фур’є запишеться в такому вигляді: 
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Застосуємо простіші міркування та розглянемо одновимірні сигна-
ли з одновимірною областю визначення. На рис. 3 представлено одно-
вимірний сигнал як зріз двовимірного зображення. Даний сигнал можна 
розглянути як в просторовій області (визначеній області) DR n ∋ , так і в 
частотній – nC .  

У дискретному випадку, якщо сигнал представлений у вигляді фу-
нкції визначеного в  точках ,1,...,0 −∈ Nx  використовується дискретне 
перетворення Фур’є, яке, по суті, є рядом Фур’є. 
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де 1,...,0 −∈ Nf  – також дискретна. Відповідне зворотне дискретне пе-
ретворення Фур’є записується у вигляді: 
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Рис. 3. Зріз як сигнал 

 
Дискретне перетворення володіє такими двома  важливими власти-

востями: 
• по-перше, коефіцієнти незалежні один від одного, тобто точність 

представлення одного коефіцієнта не залежить від будь-якого іншого. 
• по-друге, перетворення зберігає основну інформацію за малої кі-

лькості коефіцієнтів. Дана властивість найсильніше виявляється на фо-
тореалістичних зображеннях. 

У комплексному вигляді наша функція для всього зображення ма-
тиме вигляд: 
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для всіх k = 1 ... m, l = 1 ... n. Обернене перетворення Фур’є визначається 
так: 
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Таким чином, система функцій   
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утворює базис в просторі функцій зображення, а частотний спектр зрізу 
відображає рис. 4. 

Існують алгоритми швидкого перетворення Фур’є. Якщо в області 
.,0)( максfffF >= , то сигнал (функція) )(xI  має обмежений спектр з 

максимальною частотою .максf . Тобто під час розкладання функції не 
присутні тригонометричні функції з частотою понад .максf . Зазвичай 
дискретизація відбувається шляхом вимірювання сигналу через рівні  
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                          Рис. 4. Частотний спектр зрізу 

 
проміжки в області визначення. Ця операція математично описується як 
множення функції )(xI  на гребінчастий фільтр, що складається з послі-
довності рівномірно зміщених функцій Дірака )(xσ :  

                              ∑
+∞

∞−

−= )()( nTxxComb σ ,                                (13) 

де sfT 1=  – період, sf  – частота дискретизацій. Цікавою властивістю 
функції Comb  є те, що її перетворення Фур’є також є функцією Comb , 
проте із іншою амплітудою (не 1, а sf ) і частотою (також sf ), а σ –
функція – це узагальнена функція, що визначається як неперервний лі-
нійний функціонал у просторі функцій, що диференціюються, і не є фу-
нкцією в класичному розумінні. Ця функція дає змогу записати просто-
рову інтенсивність зображення зосередженою або прикладеною в одній 
точці. Наприклад, інтенсивність точкового зображення 1, що знаходить-
ся в точці a , евклідового простору nR , записується за допомогою σ – 
функції у вигляді )( ax −σ . 

Алгоритм стиснення, використовуваний у форматі зберігання зо-
бражень JPEG, побудований на використанні дискретного косинусного 
перетворення. Хороший ступінь стиснення з малими втратами інформа-
ції можна отримати лише у разі, коли багато коефіцієнтів Фур’є близькі 
або рівні нулеві. 

Реальні зображення мають вельми складну структуру, і їх Фур’є-
образ може не задовольняти подібним вимогам. Можна розбити зобра-
ження на області фіксованого розміру і виконувати перетворення в ко-
жній області окремо (рис. 5). У кожній такій області зображення матиме 
менше особливостей, ніж все зображення загалом, і образи Фур’є цих 
областей можуть виявитися більш відповідними для стиснення, ніж об-
раз всього зображення. 

Саме так і працює відомий алгоритм стиснення JPEG. Недоліком 
такого підходу є те, що за високого ступеня стиснення частини єдиного 
зображення, що обробляються незалежно один від одного, можуть по-
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гано поєднуватися, стає очевидним, що зображення зібране з окремих 
елементів. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Розбиття зображення на області 
 

Одним із прикладів є комп’ютерний фільм поганої якості. На ньо-
му можна спостерігати сукупність квадратиків, які утворюють зобра-
ження із добре видимими їх контурами. Тоді для усунення цього недо-
ліку, зображення відфільтровують, знімаючи шуми, які породжують та-
ке спотворення. На рис. 6 зображено початковий сигнал зображення як 
в просторовій, так і в частотній області до косинусної дискретизації, 
який ми досліджуємо. 

 

Рис. 6. Початковий сигнал зображення 
 

Після проведення дискретизації, наш графік набуде вигляду зобра-
женого на рис. 7, на якому ми можемо спостерігати високочастотні шу-
ми, і, прирівнявши частотні області до і після дискретизації, ми побачи-
мо велику різницю. Ця різниця буде проявлятися на зображенні у ви-
гляді сукупності контурів зібраних областей. Для того, щоб позбутися 
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цих шумів, потрібно їх відфільтрувати і графік сигналу набуде наступ-
ного вигляду (рис.8). Якщо порівняти частотну і просторову область да-
ного сигналу до дискретизації і після фільтрування, слід зауважити, що 
сигнали майже співпадають, тобто зображення після фільтрування на-
буде невеликої розмитості і не буде мати такої ж чіткої форми, як поча-
ткове зображення, але основна інформація при цьому збережеться. 

Рис. 7. Сигнал після дискретизації 

Рис. 8. Сигнал після фільтрування 
 

Ще одне завдання – побудова різного роду сіток. Сітка є зручною 
для представлення об’єктів найрізноманітнішої структури. У комп'юте-
рній графіці часто використовуються трикутні сітки, вони відносно про-
сті в обробці, дають можливість представляти об'єкти з високою точніс-
тю. Крім того, на багатьох графічних станціях обробка трикутників (на-
приклад, заливка Гуро) підтримується апаратно. Використання рівномі-
рної сітки буває виправдано не завжди – об'єкт може мати як фрагменти 
з хорошим ступенем точності уявні лише декількома великими трикут-
никами, так і деталі з складною структурою, які слід представляти мож-
ливо дрібнішою сіткою. 
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The paper is devoted to application of the Fourier’s rows in computer 

graphics as two measured  images can be represented, as a two measured 
signal, in spite of the fact that in an analog form this signal is endless, in dis-
crete he is marked only in the points of bitmapped image. The algorithm of 
compression, used at format of saving of the JPEG image, is offered and de-
veloped, built on the basis of discrete cosines transformation, in avoidance of 
the Gibbs phenomenon. Actuality of researches of the periodic functions  de-
composed on a spectrum is grounded, that is the physical analogue of 
mathematical expositions. 

Key words: The Fourier’s rows , periodic functions, phenomenon of 
Gibbs, discrete transformation, cosine transformation, sine  transformation, 
graphic image. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


