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До систем інтегро-диференціальних рівнянь із подвійною імпульс-

ною дією застосовується один з варіантів методу усереднювання Кри-
лова-Боголюбова-Митропольського – метод замороження. 
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Системи інтегро-диференціальних рівнянь з подвійною імпульс-
ною дією описують численні процеси фізичних, технічних, біологічних 
явищ, які піддаються і піддавались у процесі своєї еволюції короткочас-
ним збуренням. Важливою властивістю математичної моделі, записаної 
за допомогою інтегро-диференціальної системи з подвійною імпульс-
ною дією є те, що вона дозволяє враховувати не тільки процес в даний 
момент часу, але його передісторію і ті збурення, які відбувались в цій 
передісторії. 

Розробка нових методів усереднення опирається на класично роз-
роблену теорію систем диференціальних рівнянь з імпульсною дією, 
запропоновану А. М. Самойленком і М. О. Перестюком [1-4]. 

В даному дослідженні до систем інтегро-диференціальних рівнянь 
із подвійною імпульсною дією застосовується метод замороження, як 
один з варіантів методу усереднювання Крилова-Боголюбова-
Митропольського [5, 6]. Суть цього методу полягає в тому, що системі 
інтегро-диференціальних рівнянь із подвійною імпульсною дією ста-
виться у відповідність інша заморожена система диференціальних рів-
нянь з подвійною імпульсною дією, яка в подальшому усереднюється. 
Наводяться умови, за яких різниця між розв’язками точної, замороженої і 
усереднюваної систем за достатньо малого параметра ε  стає як завгодно 
малою на як завгодно великому, проте скінченому, інтервалі часу. 

Розглянемо систему інтегро-диференціальних рівнянь із подвійною 
імпульсною дією 
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де 0>ε  – малий параметр; функції ( ) ( ) ( ) ( )xGxJxstKyxtF ij ,,,,,,,  
визначені і неперервні в області 

[ ] ( ) ( ){ }111 ,...,,,...,,,0, DyyyDxxxTstR mn ∈=∈=∈=  ( 1, DD  – об-
межені області евклідових просторів nE  і mE  відповідно; LT 1−= ε , де 
L  – довільна стала). Розв’язок системи (1) задовольняє початковій умові 
                                                   ( ) .0 0xx =                                                     (2) 

Системі (1) ставимо у відповідність заморожену систему 
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Наведемо теорему, суть якої полягає в тому, що за досить загаль-
них умов різницю ( ) ( )tytx −  можна зробити як завгодно малою за до-
статньо малого 0>ε  на як завгодно великому інтервалі часу Tt <<0 . 

Теорема 1. Нехай функції ( ) ( ) ( ) ( )xGxJxstKzxtF ij ,,,,,,,  задо-
вольняють умовам: для деяких областей 1, DD  можна вказати такі до-
датні константи 4321 ,,, MMMM  та 54321 ,,,, λλλλλ , що за всіх дійсних 
значень ,0,0 ≥≥ itt  tsstss j <<<< 00 ,  для будь-яких zxzx ′′ ,,,  із 
цих областей виконані нерівності 

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,, 4321 MxGMxJMxstKMzxtF ij ≤≤≤≤  
( ) ( ) zzxxzxtFzxtF ′−+′−≤′′− 21,,,, λλ , 

( ) ( ) xxxstKxstK ′−≤′− 3,,,, λ , 
( ) ( ) ( ) ( ) xxxGxGxxxJxJ iijj ′−≤′−′−≤′− 54 , λλ  . 

Тоді будь-якому як завгодно малому η  та як завгодно великому L  
можна поставити у відповідність таке додатне 0ε , що для розв’язків 

( ) ( )tytx ,  систем (1) і (3) відповідно в інтервалі 
ε
Lt <<0  справедлива 

нерівність 
                                               ( ) ( ) η<− tytx .                                               (4) 

Побудуємо для системи (2) відповідну усереднену систему 
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Тоді має місце теорема, суть якої полягає в тому, що за досить за-
гальних умов різницю ( ) ( )tztx −  можна зробити як завгодно малою за 
достатньо малого 0>ε  на як завгодно великому інтервалі часу 

Tt <<0 . До того ж, оскільки ( )tz  залежить від t  через tε , то необхідно 
щоб протягом вказаного інтервалу часу функція ( )tz  могла встигнути 
відійти від свого початкового значення, тобто щоб цей інтервал був до-
статньо довгим з точки зору змінювання ( )tz ; за T  треба взяти величи-

ну порядку 
ε
L , де L  можна зробити як завгодно великим за достатньо 

малого ε . 
Теорема 2. Нехай функції ( ) ( ) ( ) ( )xGxJxstKuxtF ij ,,,,,,,  задо-

вольняють умовам: 
а) для деяких областей 1, DD  можна вказати такі додатні сталі 

4321 ,,, MMMM  та 54321 ,,,, λλλλλ , що за всіх дійсних значень 
,0,0 ≥≥ itt tsstss j <<<< 00 ,  для будь-яких uxux ′′ ,,,  із цих об-

ластей виконані нерівності 
( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,, 4321 MxGMxJMxstKMuxtF ij ≤≤≤≤  

( ) ( ) uuxxuxtFuxtF ′−+′−≤′′− 21,,,, λλ , 
( ) ( ) ,,,,, 3 xxxstKxstK ′−≤′− λ  

( ) ( ) ( ) ( ) xxxGxGxxxJxJ iijj ′−≤′−′−≤′− 54 , λλ  ; 
б) в областях 1, DD  існують рівномірні щодо ux ,  границі 
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Тоді будь-яким як завгодно малим ηρ ,  та як завгодно великому L  
можна поставити у відповідність таке додатне 0ε , що розв’язок ( )tz  си-
стеми 
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визначений на інтервалі ∞<< t0  і лежить в області D  разом зі своїм 

ρ -околом, а для 00 εε <<  в інтервалі 
ε
Lt <<0  справедлива нерівність 

( ) ( ) ,η<− tztx  
в якій ( )tx  – розв’язок системи  
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що дорівнює ( )0z  при 0=t . 
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The method of middling by Crilov-Bogolubov-Mitropopolsky is applied 
to the systems of integral-differential equalizations with double impulsive 
action. 
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