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Показано, що множина  значень величин дефектів для довільної ці-

лої кривої скінченного порядку не більше ніж зліченна, хоча множина не 
колінеарних між собою дефектних векторів для такої кривої може 
мати потужність континуум. 
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В даній роботі використовуються основні результати теорії цілих 

кривих, а також позначення, використані в [1]. 
Водночас, зупинимось на деяких основних поняттях. 
Цілою кривою називається голоморфне відображення pCC →:G

r
, 

де р – натуральне число, більше за одиницю. Отже, р-вимірна ціла крива 
має вигляд ( ) ( ) ( ) ( )( )zgzgzgzG p,...,, 21=

r
, де компоненти ( )zg1 , ( )zg2 , 

…, ( )zg p  – цілі (тобто аналітичні в усій комплексній площині) функції. 
Вважатимемо їх лінійно незалежними і без спільних нулів. 

Для р-вимірної цілої кривої G
r

 характеристика росту ( )GrT
r

,  та 
функція наближення  ( )Garm

rr,,  при 0
rr

≠a  визначаються рівностями 
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Розглянемо                ( ) ( )
( )GrT

GarmGa
r

r

rrrr

,
,,lim,

∞→
=δ .                                 (1) 

Якщо ( ) 0, >Ga
rrδ , то ar  називається неванліннівським дефектним 

вектором. При цьому ( )Ga
rr ,δ називається величиною дефекта. 

Позначимо через ( ) { } ( ){ }0,:0\ >∈= GaaGD
rrrrr

δpC  множину неван-
ліннівських дефектних векторів цілої кривої G

r
. 

Порядком цілої кривої G
r

 називається величина ( )
r

GrT
r ln

,lnlim
r

∞→
=ρ . 

Система векторів із pC  називається допустимою, якщо довільні р 
векторів із цієї системи лінійно незалежні. 
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Легко бачити, що ( ) ( )GarmGarm
rrrr ,,,, =λ  при всіх 0≠λ , тобто ве-

личини дефектів для двох довільних колінеарних векторів рівні. 
Для цілих кривих мають місце перша і друга основні теореми (див. 

[2]). З другої основної теореми випливає, що допустима система неван-
ліннівських дефектних векторів не більше ніж зліченна. 

Відносно множини ( )GD
r

 для цілих кривих скінченного порядку 
отримано такий результат (див. [3], [4]). 

Теорема А. Для того, щоб множина pCA ⊂  збігалася з множи-
ною ( ) { }0

rr
∪GD  для деякої р-вимірної цілої кривої G

r
 скінченного додат-

ного порядку, необхідно і достатньо, щоб A  була не більше ніж злічен-
ним об’єднанням підпросторів p

j CA ⊂ розмірності 1−≤ p . 
З цієї теореми випливає, що при 3≥p  існує ціла крива скінченного 

порядку, для якої множина неколінеарних між собою неванліннівських 
дефектних векторів має потужність континуум. Тому постає природнє 
запитання, чи матиме таку ж потужність множина величин дефектів. 

Результатом даної статті є наступна теорема. 
Теорема. Для довільної кривої G

r
 скінченного порядку множина 

{ }( )G
rr

,0\pCδ  значень величин дефектів не більше ніж зліченна.  
Доведення. Якщо ціла крива G

r
 не трансцендентна, тобто така, що 

( ) ( ) ∞→= rrOGrT ,ln,
r

, то усі компоненти цілої кривої можна вважати 
поліномами, і, як не важко бачити, для довільного { }0\

rr pC∈a  виконується 

( )
n
mGa =

rr,δ , де т – довільне ціле число між 0 і п, а ( )
r
GrTn

r ln
,lim
r

∞→
= , тоб-

то множина { }( )G
rr

,0\pCδ  в цьому випадку скінченна. 
Отже, доводимо нашу теорему для випадку трансцендентної цілої 

кривої G
r

, тобто такої, що ( ) ( ) ∞→= rroGrT ,ln,
r

. 
Припустимо, що існує ціла крива G

r
 скінченного порядку, в якої 

множина { }( )G
rr

,0\pCδ  незліченна. Для кожного { }( )G
rr

,0\pCδα∈  вибе-
ремо рівно по одному вектору ( ) { }0\

rrr pC∈= αaa , такому що ( ) αδ =ar . 
Позначимо цю множину через Γ . Вона незліченна, але будь-яка допус-
тима в pC  система векторів, яка належить Γ , не більше ніж зліченна. 
Будь-які два вектори із Γ  лінійно незалежні, оскільки при aa ′′=′

rr λ  ма-
ємо  ( ) ( )aa ′′=′

rr δδ . Оскільки довільна допустима в pC  система векторів 
із Γ  не більше ніж зліченна, то (див. [4]) існує така не більше ніж злічен-
на множина підпросторів 1dim, −≤=⊂ pj

p
j BCLB , що jB

j
∪∈Γ , а 

при 2≥jBcard  множина jB∩Γ  містить незліченну допустиму в jB  
систему векторів. Оскільки Γ  незліченна і довільні два вектори із Γ  
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лінійно незалежні, то серед вказаних підпросторів jB  обов’язково знай-
деться такий nBB = , що 2dim ≥=qB . Відповідну незліченну підмно-
жину із B∩Γ , яка допустима в B , позначимо через M . Виберемо лі-
нійно незалежні вектори qbb

r
K

r
,,1  із B  та розглянемо для довільного век-

тора B∈++= qqbbb
r

K
rr

λλ 11  вектор ( )qλλλ ,,1 K
r
= . 

Зауважимо, що множина ( ){ }MbbM ∈=Κ
rr

:δ  незліченна, оскільки 
Γ⊂M , і тому ( ) ( )bb ′′≠′

vv
δδ  при MbMb ∈′′∈′

vv
, , bb ′′≠′

vv
. Очевидно, 

існує таке MΚ∈0δ  і таке 0>ε , що множина [ )∞++∩Κ=Κ ,00 εαM є 
незліченною. 

Розглянемо в qC  вектор-функцію ( ) ( ) ( )( ) ( )zbzGbzGzG q Φ⋅=
rr

K
rrr

,,11 , 
де ( )zΦ  – деяка мероморфна в C  функція (див. [5]) без нулів, полюсами 
якої є спільні нулі функцій ( ) ( ) qbzGbzG

rr
K

rr
,,1 . Оскільки вектори 

qbb
r

K
r

,,1  лінійно незалежні, то й компоненти ( )zG1

r
 лінійно незалежні, 

отже, ( )zG1

r
 є q-вимірною цілою кривою. 

Оскільки для довільного вектора qC∈λ
r

 і відповідного йому век-
тора qqbbb

r
K

rr
λλ ++= 11  виконується рівність ( ) ( ) ( )zzGbzG Φ= /1 λ

rrrr
, то 

( ) ( ) ( )Φ+= ,,,,, 1 rNGrNGbrN
rrrr

λ , тоді, згідно з першою основною теоре-
мою для цілих кривих, маємо 
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rrrrrr
λ .   (2) 

Відзначимо також, що 
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Оскільки для вектора ( ) Mbb ∈= 0α
rr

 виконується ( ) 0αδ =b
r

, то, згі-

дно (1), знайдеться послідовність додатних чисел  { } ∞→∞
= nnn rr ,1 , така 

що 
( ) ( ){ } ( ) ∞→+= nGrToGbrm nn ,,1,, 0

rrr
α . 

Тоді з (2) ми отримуємо таку нерівність 
       ( ) ( ) ( ){ } ( ) ∞→+−≥Φ+ nGrTorNGrT nnn ,,11,, 01

rr
α .                  (4) 

Для довільного вектора ( ){ }0,: Κ∈∈=∈ bMbbKb
rrrr

δ  і відповідно-

го йому вектора ( ){ }Kbb qqq ∈++==Λ∈
r

K
r

K
rr

λλλλλλ 111 :,,  отримаємо, 
згідно означення 0Κ , враховуючи (3) та (4), таку нерівність: 
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( ) ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )≥+−+≥+−

−+−+≥
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         ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ∞→+≥+≥ nGrToGrTo nn ,,1,1 1

rr
εε .                        (5) 

Оскільки MK ⊂  і M  – допустима в B  система векторів, то, оче-
видно, Λ  – допустима система векторів в qC . Тоді, якщо через Q по-
значити довільну скінченну підмножину із Λ , то для цілої кривої 1G

r
, 

згідно з другою основною теоремою, повинна виконуватись нерівність 
                     ( ) ( ){ } ( ) ∞→+≤∑

∈
nGrToqGrm n

Q
n ,,1,, 1

rrr
r
λ

λ .                     (6) 

Але для довільного вектора Λ⊂∈Qλ
r

 виконується нерівність (5). 

Тому, взявши 2+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε
qQcard , легко бачимо, що (5) не виконується. 

Отримане протиріччя доводить нашу теорему. 
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It is shown, that great number  of values of sizes of defects for the arbi-

trary whole curve of finished  order no more than calculated  although the 
great number not of collinear between itself imperfect vectors for such 
crooked can have power continuum. 

Key words: whole curve, description of growth, function of approach-
ing, nevanlinn imperfect vector, size of defect. 


