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Дослідження ліпшицевих відображень є класичним розділом су-

часної математики і проводилось багатьма авторами (див., наприклад,          
[4, 8]). Розробку теорії вільних банахових просторів розпочато у робо-
тах Р. Аренса та Ж. Ілса [3] у 50-их роках XX століття та продовжено у 
працях таких вчених, як Д. Райков [2], Ж. Флуд [5], Ж. Годефруа, Н. Ка-
лтон [6], В. Пестов [7], Н. Вівер [8]. 

Нехай ,X Y −метричні простори. Відображення YXf →:  назива-
ється ліпшицевим на просторі X , якщо існує стала 0>c  така, що для 
довільних елементів Xxx ∈21 ,  справедлива нерівність  

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, , ,f x f x c x xρ ρ≤  

де ( )21 , xxρ  та ( )1 2( ), ( )f x f xρ  – відстань між елементами простору X та 
Y відповідно. Сталою Ліпшица називається найменша можлива стала c. 
Розглянемо метричний простір X  з додатною функцією ( )xα , такою, 
що для довільних елементів Xxx ∈21 ,  виконується наступна нерівність 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )212121 , xxxxxx ααραα +≤≤− . 
Функція ( )xα  називається нормою метричного простору. 
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Відомо, що довільний метричний простір X  є нормованим віднос-
но норми ( ) ( ),, xx θρα =  де θ  – деяка фіксована точка простору X . Та-
кий простір X  називається простором з відміченою точкою. Позначи-
мо ( )EXLip ,0  підмножину всіх ліпшицевих відображень ( )xf  з нормо-
ваного метричного простору X  з відміченою точкою θ  з нормою ( )xα  
у нормований лінійний простір E , таких, що  

    ( ) ( ) ,ff x L xα≤  

де −fL ліпшицева стала. Ліпшицеве відображення на довільному прос-
торі X  з відміченою точкою належить класу ( )EXLip ,0  тоді і тільки 
тоді, коли ( ) 0f θ = . Простір ( )EXLip ,0  є банаховим простором з нор-

мою ff L=  (див. [8]). 
У [7] доведено, що для довільного метричного простору X з відмі-

ченою точкою існує єдиний, з точністю до ізоморфізму, банахів простір 
( )XB  такий, що метричний простір X  ізометрично вкладається у бана-

хів простір ( )XB  і кожне відображення ( )0( ) ,f x Lip X E∈  може бути 

продовжене до лінійного оператора : ( )f B X E→% , для довільного нор-

мованого простору E , причому ff L=% . Таким чином, простір ліп-

шицевих функцій ( ) ( )RXLipXLip ,00 =  можна ототожнити з простором 

лінійних неперервних функціоналів на ( )XB , тобто ( )( ) ( )XLipXB o=′ . 
Простір ( )XB  називається вільним банаховим простором над метрич-
ним простором X .  

Для довільного елемента Xx∈  позначимо x  – образ цього елемен-
та при ізометричному вкладенні простору X  у простір ( )B X . У [7] по-

казано, що елементи вигляду 
1

n

kk
k

xλ
=
∑  є щільними в ( )XB . 

Розглянемо відображення ( )yxg , , визначене на декартовому добутку 
метричних просторів YX ×  зі значеннями в нормованому просторі E . 

Позначимо через ( )xAy  відображення з простору X  в простір E  
таке, що для кожного фіксованого Yy∈  виконується рівність 

                                        ( ) ( )yxgxAy ,= . 
Аналогічно можна означити відображення ( ) ( )yxgyAx ,= , яке діє з 

простору Y  в простір E  при кожному фіксованому Xx∈ . 
Відображення ( ) EYXyxg →×:,  називається дволіпшицевим, як-

що ( )yAx  є ліпшицевим для кожного фіксованого Xx∈  і ( )xAy  є ліп-
шицевим для кожного фіксованого Yy∈ . Для даного дволіпшицевого 
відображення ( )yxg ,  позначимо xAxG a:  – оператор, який кожному 
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елементу Xx∈  ставить у відповідність ліпшицеве відображення xA . В 
роботі [1] доведено наступну теорему.   

Теорема 1. Нехай YX ,  – повні метричні простори з відміченими 
точками 1θ  і 2θ  відповідно і ( )yxg ,  – дволіпшицеве відображення таке, 
що ( ) ( )EYLipyAx ,0∈  для довільного Xx∈ , ( ) ( )EXLipxAy ,0∈  для дові-
льного Yy∈  і xAxG a:  належить класу ( )( )0 0, ,Lip X Lip Y E . Тоді існує 
неперервне білінійне відображення ( ) ( ):D B X B Y E× →  таке, що 

( ) ( ), ,D x y g x y=  для всіх x X∈  та y Y∈  і GD L= . 
Протилежне твердження також вірне. Якщо D  є неперервним білі-

нійним відображенням на )()( YBXB × , тоді ( ) ( )yxDyxg ,, =  є дволіній-
ним відображенням, яке задовольняє умови теореми 1. Тоді існує непе-
рервний лінійний оператор gΦ  на проективному тензорному добутку 

( ) ( )B X B Yπ⊗  такий, що ( )vuDg ,=Φ , для довільних 
( ) ( )YBvXBu ∈∈ , , тому дволіпшицеве відображення ( )yxg ,  задоволь-

няє умови теореми 1 тоді і тільки тоді, коли ( )yxgyxg ,)( =⊗Φ . Отже, 
множину всіх дволіпшицевих функцій, які задовольняють умовам тео-
реми 1 можна ототожнити з простором всіх неперервних білінійних 

форм ( )( ) ( ) ( )( )2 ( )B X B Y B X B Y ′ℑ × = × . Позначимо цю множину 

( )YXLip ×2
0 . 
Розглянемо триліпшицеве відображення ),,( 321 xxxg  визначене на 

декартовому добутку 321 XXX ××  повних метричних просторів 

1 2 3, ,X X X  зі значеннями у нормованому просторі E  і позначимо через 
( )32 ,

1
xxAx  відображення з 321 XXX ××  в E  таке, що для кожного фік-

сованого 11 Xx ∈  виконується рівність ( ) ( )32132 ,,,
1

xxxgxxAx = , крім то-

го ( ) ( )
1

2
2 3 0 2 3,xA x x Lip X X∈ × . Для даної триліпшицевої функції 
),,( 321 xxxg  також існує неперервне трилінійне відображення 

( ) ( ) ( ) EXBXBXBD →×× 321:  таке, що ( )1 2 3 1 2 3, , ( , , )D x x x g x x x=  і 

GLD = , де GL  – ліпшицева константа відображення 
),(: 321 1

xxAxG xa . Таким чином, множ   ину всіх таких триліпшицевих 

функцій ( )321
3
0 XXXLip ××  можна ототожнити з простором всіх непе-

рервних трилінійних форм ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3
1 2 3 1 2 3( ) ( )B X B X B X B X B X B X ′ℑ × × = × × . 

Аналогічно можна побудувати простори ( )4321
4
0 XXXXLip ××× , 

( )5321
5
0 XXXXLip ××× , … , ( )1

0 1 2 1...n
nLip X X X−
−× × × . 
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Наступним кроком буде доведення теореми для n -ліпшицевого ві-
дображення та побудова простору ( )0 1 2 ...n

nLip X X X× × × . 
Розглянемо відображення ( )nxxxxg ,...,,, 321  визначене на декарто-

вому добутку метричних просторів nXXXX ×××× ...321  зі значеннями 
у нормованому просторі E . Позначимо ( )nx xxxA ,...,, 321

 відображення з 

nXXXX ×××× ...321  в E  таке, що для кожного фіксованого 11 Xx ∈  
виконується рівність ( )nnx xxxgxxxA ,...,,),..,,( 21321

= , крім того 

( ) ( )n
n

nx XXXLipxxxA ×××∈ − ...,...,, 32
1

0321
, де ( )132

1
0 ... −
− ××× n

n XXXLip  – 
простір функцій, які задовольняють умову теореми 1 для ( )1−n -
ліпшицевої функції. 

Аналогічно можна означити функції  
( );,...,,, 4312 nx xxxxA  
( );,...,,, 4213 nx xxxxA  

............................ 
( ).,...,,, 1321 −nx xxxxA

n
 

Відображення ( )nxxxxg ,...,,, 321  називається n -ліпшицевим, якщо 
),...,,( 321 nx xxxA є ліпшицевим по 2x  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 

.,...,4,3,1 ni =  
),...,,( 321 nx xxxA є ліпшицевим по 3x  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 

.,...,4,2,1 ni =  
................................................................................................................... 

),...,,( 321 nx xxxA є ліпшицевим по nx  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 
.1,...,2,1 −= ni  

 
),...,,( 312 nx xxxA є ліпшицевим по 1x  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 

.,...,3,2 ni =  
),...,,( 312 nx xxxA є ліпшицевим по 3x  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 

.,...,5,4,2,1 ni =  
................................................................................................................... 

),...,,( 312 nx xxxA є ліпшицевим по nx  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 
.1,...,2,1 −= ni  

................................................................................................................... 
),...,,( 121 −nx xxxA

n
є ліпшицевим по 1x  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 

.,...,3,2 ni =  
),...,,( 121 −nx xxxA

n
є ліпшицевим по 2x  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 

.,...,4,3,1 ni =  
................................................................................................................... 
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),...,,( 121 −nx xxxA
n

є ліпшицевим по 1−nx  за фіксованих ,ii Xx ∈ де 
,,2,...,2,1 nni −=  тобто, відображення ( ) EXXXxxxxg nn →××× ...:,...,,, 21321  

називається n -ліпшицевим, якщо воно є ліпшицевим по одній зі змін-
них, коли решту )1( −n -змінна будуть фіксованими. Для даного n -
ліпшицевого відображення визначимо оператор 

( )nx xxxAxG ,...,,: 321 1
a , який кожному елементу 1x  ставить у відповід-

ність відображення ( ) ( )n
n

nx XXXLipxxxA ×××∈ − ...,...,, 32
1

0321
, у такий 

самий спосіб можна означити оператори 
( ) ( );...,...,,,: 431

1
043122 2 n
n

nx XXXXLipxxxxAxG ××××∈ −a  

( ) ( );...,...,,,: 421
1

042133 3 n
n

nx XXXXLipxxxxAxG ××××∈ −a  
......................................................................................... 

( ) ( )....,...,,,: 1321
1

01321 −
−

− ××××∈ n
n

nxnn XXXXLipxxxxAxG
n

a  
 
Теорема 2. Нехай nXXX ,...,, 21  – повні метричні простори з відмі-

ченими точками nθθθ ,...,, 21  відповідно, ( )−nxxxxg ,...,,, 321 n -ліпшицеве 
відображення, ( )

11 2 3: , ,...,x nG x A x x xa  – оператор і 

( )( )n
n XXXLipXLipG ×××∈ − ..., 32

1
00 , тоді існує неперервне n -лінійне 

відображення ( ) ( ) ( ) EXBXBXBD n →××× ...: 21  таке, що  
( ) ( )nn xxxgxxxD ,...,,,...,, 2121 =  

для довільних niXx ii ,...,2,1, =∈  і 
.GLD =  

Доведення 
Нехай G~  – продовження оператора G  до лінійного оператора з 

( )1XB  у )...( 32
1

0 n
n XXXLip ×××−  і GLG =

~ .  

Якщо ( )∑
=

∈=
n

k
kk XBxz

1
11λ  то ( ) ∑

=

=
n

k
xk k

AzG
1

1

~ λ , де 

( )n
n

x XXXLipA
k

×××∈ − ...32
1

01
. Кожне відображення 

kxA
1

 допускає про-

довження 
kxA

1

~  до лінійного неперервного оператора з 
( ) ( ) ( )nXBXBXB ××× ...32  в E  і 

.~
11 kxk Ax LA =  

Розглянемо відображення ( ) ,~:
~~

zAzzG a  де ∑
=

=
n

k
xkz k

AA
1

1

~~ λ . Це ві-

дображення визначене на просторі скінченних лінійних комбінацій 

∑
=

n

k
kk x

1
1λ , який є щільним у ( )B X і діє у простір лінійних неперервних 
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операторів ( ) ( ) ( )( )1
2 3 ...n

nB X B X B X−ℑ × × × . Відображення ( )zG
~~  є ком-

позицією лінійного неперервного оператора ( )
1

1
:

k

n

k x
k

G z z Aλ
=
∑%% a  та лі-

нійного ізометричного оператора 
11

~: xx AA
k
aυ  і GG ~~~

= . Таким чи-

ном, G
~~  є лінійним неперервним оператором з ( )1XB  в простір лінійних 

неперервних операторів ( ) ( ) ( )( )n
n XBXBXB ×××ℑ − ...32

1 . З теорії          

n -лінійних відображень добре відомо, що ( ) ( )nzn vvvAvvvzD ,...,,~:,...,,, 3232 =  
є неперервним n -лінійним відображенням і  

( )( ) ( )( ) ( ) .
1

32

1
.......

1
1

32

1
.......

1
1

~~~~sup,...,,sup,...,,,sup

22

G
z

nz

v

v
z

n

v

v
z

LGzGvvvAvvvzDD

nn

==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛===

≤

≤

≤
≤

≤

≤
≤

. 

Таким чином, множину всіх n -ліпшицевих функцій, які задоволь-
няють умовам теореми 2 можна ототожнити з простором всіх непере-
рвних n -лінійних форм  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )′⊗⊗⊗⊗=××××ℑ nn
n XBXBXBXBXBXBXBXB ...... 321321 . 

Отже, побудовано простір ( )n
n XXXLip ××× ...210 . 
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We consider Lipschitz and multi-Lipschitz  maps and we carry out the 

process of linearization of multi-Lipschitz maps. 
Key words: Lipschitz maps, Multi-Lipschitz maps, Free Banach space. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


