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У статті отримані достатні та необхідні умови для того, щоби 

ціла функція від декількох комплексних змінних належала до узагальне-
них класів збіжності.  
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1. Вступ. G. Valiron [1, с. 18] довів таке твердження: якщо ціла фу-
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де ( ) = max{| ( ) |: | |= }fM r f z z r , і належить до класу збіжності, тоб-
то,  
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Зауважимо, що оскільки  
( > 0) : ( ) := max{| | : 0} ( ) 2 (2 )n

f n f fr r a r n M r rμ μ∀ ≥ ≤ ≤ , 
то умова (1) виконується тоді і тільки тоді, коли виконується умова 
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Нехай L  − клас додатних неперервних зростаючих до +∞  функцій 
;)[0,: +→+∞ Rl  1L  − підклас класу L , в який входять функції l  такі, що 

((1 (1)) ) = (1 (1)) ( ) ( ),l o x o l x x+ + → +∞  а 2L  − підклас, в який входять 
функції Ll∈  такі, що ( (1)) = ( ( )) ( ).l x O O l x x+ → +∞  

Зрозуміло, що 21 LL ⊂ . Справді, якщо 1Ll∈ , то  
( (1)) = ((1 (1)) ) = (1 (1)) ( ) = ( ( ))l x O l o x o l x O l x+ + +  )( +∞→x . 

Для L∈βα ,  скажемо, що ціла функція f αβ∈E  і відповідно 
f αβ∈E , якщо  

0 0
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відповідно. З результату, доведеного О.М. Мулявою [2, Теорема 1] (У 
випадку xx ≡)(α  див. також [3, Теорема 1]) для цілих рядів Діріхле, ви-
пливає таке твердження. 

Теорема 1 [2]. Нехай L∈α  вгнута функція на ),[ 0 +∞x , 1)( Lex ∈α , 
а функція 1L∈β  задовольняє умову 0>)()/( hxxx ≥′ ββ  на ),[ 0 +∞x  і  

                                         .<
)(
)(

0

+∞∫
∞

dx
x
x

x β
α                                             (4) 

Для того, щоб ціла функція f  належала до узагальненого класу 
збіжності αβE  необхідно, а у випадку ||/|| 1+kk aa зростає до ∞+  при 

∞→≤ kk0  і достатньо, щоб  

1 1
=0

1 1( ( ) ( 1)) ln < , ( ) = .
| | ( )k k x

dtk k x
k a t

α α β β
β

∞∞ ⎛ ⎞
− − +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫            (5) 

2. Основний результат. Для цілих функцій CC →pF : , 1,≥p  від 
багатьох комплексних змінних результати про їхню належність до кла-
сів збіжності отримано у статті [4]. Власне, перш, ніж перейти до відпо-
відних формулювань, наведемо необхідні для цього поняття і позначен-
ня. 
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Нехай 0( )R R≥G  − система повних кратно-кругових областей, що є 
вичерпанням простору pC , тобто, така система областей, що задоволь-
няє умови: 

 i) p
R

R

C=
0

GU
≥

;  

 ii) 
2121 :)<( RR GGRR ⊂∀ ; 

 iii) (повна область) 1 1 1( , , ) ( > 0) : ( , , )p p Rz z G R R z R z∈ ⇔ ∀ ∈GK K ; 

 iv) (кратно-кругова область) :)),,((),,( 11
p

pRnzz R∈∀⇒∈ θθ KK G  
1

1( , , )
ii p

p Rz e z e
θθ ∈GK . 

Наступні системи областей, які часто зустрічаються в математич-
ній літературі, є прикладами таких вичерпань:  

},<|||||:=|:),,(={:=)(= 22
11 RzzzzzzR p

p
ppR ++∈ KK CBG  

}|<|,,|<|:),,(={:=)(= 11 RzRzzzzRC p
p

ppR KK C∈G  

}.|<|||:),,(={:=)(= 11 RzzzzzR p
p

ppR ++∈Π KK CG  

Нехай G  − кратно-кругова область в pC , через || G  позначимо 
множину з p

+R , в яку переходить G  при відображенні 
p

pp zzrrr +→RG:|)|,|,(|=),,(= 11 KK . Множину || G  називатимемо ([5, 
с. 38]) зображенням кратно-кругової області G  в абсолютному гіперок-
танті p

+R . 
Множина pE +⊂R  називається ([5, с. 38]) повною областю в p

+R , 
якщо разом з кожною точкою Errr p ∈),,(= 00

1
0 K  до множини E  нале-

жить кожна точка )(10),,,(= 0
1 pjrrrrr jjp ≤≤≤≤K  і множина E  не 

містить точок замикання свого доповнення в +R . 
Зауваження 1. 1) В [5, с. 38] відзначається, що зображення кратно-

кругової області pC⊂G  в абсолютному гіпероктанті p
+R  є повною об-

ластю в p
+R . 

2) Для кожної пари (2)(1) , GG  повних областей в p
+R  існують 

0>0,> βα  такі, що ([5, с. 173])  
.(1)(2)

1
(1)
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Якщо взяти |(1)=|(1)
pCG , |=| 1

(2)
1 GG  то звідси отримаємо, що 
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Зрозуміло, що  
|}.|:{max=),,( 1

11 Grrrkkd pk

p
k

pG ∈KK  

Нехай pE  − клас − цілих функцій CC →pf :  зображених кратним 
степеневим рядом вигляду  
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Для 0>R  і функції pf ∈E  позначимо  
},|:)({|max=),(=)( RGG zzffRMRM G∈  

}),,(:|{|max=),( 1
1
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p
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pkkG kkzzzafR +∈∈ ZKKK Gμ  

і розглянемо класи збіжності інтегралів вигляду  
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де L∈α  та L∈β . Через p
αβE  позначимо клас цілих функцій з pE , що 

задовольняють умову (7), а через n
αβE  клас цілих функцій з pE , що задо-

вольняють умову (8). 
У статті [4] встановлюються умови належності цілих функцій від 

багатьох змінних до класу p
αβE . Стосовно класу вичерпань системою по-

вних кратно-кругових областей, які там розглядаються, в [4, с. 681-2] на-
писано таке: “... and suppose that if G∈),,,(= 21 pzzzZ K  then 0>|| lz j ≥  
for all pj ,1,= K ”, тобто, “... і припустимо, що якщо 

G∈),,,(= 21 pzzzZ K , то 0>|| lz j ≥  для всіх pj ,1,= K ”. Це є додаткова 
умова на клас вичерпань простору, що розглядаються При цьому у на-
веденому в статті доведенні, вона істотно використовується. З одного 
боку, тут наявна описка і малося, мабуть, на увазі, що замість 

G∈),,,(= 21 pzzzZ K  слід написати 1 2= ( , , , )pZ z z z ∈∂GK  (власне, так і 
є у доведенні). Проте для наведених нами тут вичерпань областями 

( ), ( ), ( )p p pR R C RΠ B , як щойно сформульована умова зі статті [4], так і її 
“заміна” на слабшу умову, очевидно, не виконуються. Зрештою, мірку-
ючи за схемою з [5, с. 173] переконаємося, що твердження наступної 
теореми з [4] є правильним без додаткових припущень стосовно вичер-
пання системою повних кратно-кругових областей. Доведення цього 
факту і є метою даного повідомлення. 
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Теорема 2. Нехай pf ∈E  і припустимо, що функції βα ,  такі, як в 
теоремі 1. Для того, щоб pf αβ∈E  необхідно, а у випадку, коли 

∞++ Z1/ kk AA  при ∞→≤ kk0  і достатньо, щоб  

1 1
=1

1 1( ( ) ( 1)) ln < , ( ) = ,
( )k k x

dtk k x
k A t

α α β β
β

∞∞ ⎛ ⎞
− − +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫  

1 1= max{| |:|| ||= }, = ( , , ), || ||= .k K p pA a K k K k k K k k+K K   
3. Доведення основного результату. 
Зауваження 2. Якщо 1L∈α , то [6]  

( ) = ( ) <lim ( )x

qx c q
x

α
α→+∞

+∞  

для будь-якого )[1,+∞∈q .  
Для фіксованих функцій L∈α  і L∈β  скажемо, що ціла функція 
1 :=f ∈E E  належить до узагальненого класу збіжності αβμE , якщо  

.<
)ln(

)),(ln(

0

+∞∫
∞

dr
rr

fr

r β
μα                                (9) 

Зі сказаного вище маємо такі твердження. 
Твердження 1. Для кожної цілої функції f  і довільних функцій 

L∈β , :1L∈α  
.10  ,f fαβ αβμ∈ ⇔ ∈E E  

.20  .<
))(ln(

)ln(<
))(ln(

)ln(

00

+∞⇔+∞ ∫∫
+∞+∞

dr
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rdr
rMr

r

frfr μα
β

α
β   

Твердження 2. Для кожної цілої функції pf ∈E  і будь-яких функ-
цій 2L∈α  та 2L∈β   

0

(ln ( , )) ln < ,
(ln )

p G

R

R ff d R
Rαβ

α μ
β

∞

∈ ⇔ +∞∫E  
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β
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∞
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Лема 1 [7]. Нехай |,=| ,00,0 KaB  а для 0≥k , 0>R , p
p C∈),,(= 1 τττ K ,  

},=:),,(|{|max= 11,,1
kkkkkdaB ppGpkkk ++KKK  

,=),,( 1
1,,1=1

1
pk

p
k

pkkkpkkpk aP ττττ LK KK∑ ++
 

.)(1,=)(
0=1

k
kGk

RPMRF ∑+∞  
Тоді,  
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,1)()(1, p
kkGk kBPMB +≤≤  

).(),(0}:)(1,{max=)( 11
RFfRMkRPMR G

k
kGF ≤≤≥μ  

Доведення твердження 2. За лемою 1  
=),( FRGμ  

=}),,(=,:|{|max= 1
1

1,,1

p
pR

pk

p
k

pkk kkKzzza +∈∈ ZKKK G  

=}:},:|{|max|{|max= 1
1,,1

p
R

pk

p
k

pkk Kzzza +∈∈ ZGKK  

=0}=,:),,(|{|max= 1,,1
≥∈ + kKKRkkda pk

pGpkk ||||ZKK  

:}=||,:),,(|{|max{max= 1,,1

kp
pGpkk RkKKkkda ||Z+∈KK  

≤≥≥ 0}:{max=0} kRBk k
k  

),,()(=0}:)(1,{max
1

fRMRkRPM GF
k

kG ≤≥≤ μ  

тобто, отримали нерівність Коші. З іншого боку,  
≤),( fRMG  

=},:|)(2)(2{|max||2 1
1,,1

=0=
R
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p
k

pkk
kK

k

k
zzza G∈≤ ∑∑ −

+∞
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≤∈∑∑ −
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},:|)()({|max||2= 21
1,,1

=0=
R
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p
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kK

k

k
zzza GLK
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.<)(=),,(2=1)(2),(2
0=

+∞+≤ −
+∞

∑ pccFRckFR G
pk

k
G μμ  

Власне, ми довели, що для будь-якого 0>R   
).,(2),(),( FRcfRMFR GGG μμ ≤≤  

Звідси негайно отримуємо твердження 2.  
Зауваження 3. У доведенні твердження 2 ми встановили тотожну 

рівність  
0}.:{max=),( ≥kRBFR k

kGμ  
Безпосередньо з леми 1 отримуємо також таке твердження.  
Лема 2. Нехай 0.>,=)(

0=2 RRBRF k
kk∑+∞  Тоді,  

{ }=0:lnlnmax)(ln)(ln
12

≥++≤≤ kRkpkBRR kFF μμ  

{ } )(ln=0:)ln(lnmax=
2

p
Fk RekpRkB μ≥++  

З лем 1 і 2 за допомогою твердження 2 отримуємо таке твердження.   
Твердження 3. Для кожної цілої функції pf ∈E  і будь-яких функ-

цій 2L∈α  та 2L∈β   
          1 1 1 1

1 2 1 2 ,F F F Fαβ αβ αβμ αβμ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈E E E E  

          1 1 1 1
1 2 1 2 .F F F Fαβ αβ αβμ αβμ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈E E E E  
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Зауважимо, що для )(= RCpRG  маємо  
                                      1.=),,( 1 ppC kkd K  

Твердження 4. Припустимо, що область 1G  є обмеженою. Тоді, 
існують числа 0>l  і 0>L  такі, що  

,),,( 1
k

pG
k Lkkdl ≤≤ K  

0)=( 1 ≥++≤≤ p
k

kk
k

k kkkLABlA K  
де }.=:|{|max= 1,,1

kkkaA ppkkk ++KK    

Доведення. За зауваженням 1.2 :0)>0,>( Ll∃   
}.<,,<:{|=)(|||}<,,<:{|=)(| 111 LrLrrLCGlrlrrlC pppp KK ⊂⊂  

Тому, враховуючи, що k
ppC

k
p

pk

p
k lkkdllCrrr =),,(=|})(|:{max 1
1

1 KL ∈ , 

отримуємо  
.),,( 1

k
pG

k Lkkdl ≤≤ K  
Звідси,  

.=}=:),,({max 11,,1

k
kkppGpkk

k
k LABkkkkkdalA ≤++≤ KKK  

З твердження 4 негайно отримуємо таке твердження.  
Твердження 5. Нехай pf ∈E , а  

2 3= 0 = 0
( ) = , ( ) = .k k

k kk k
F R B R F R A R+∞ +∞∑ ∑  

Припустимо, що область 1G  є обмеженою. Тоді,  
),()()(

323
LRRlR FFF μμμ ≤≤  

),()()( 323 LRFRFlRF ≤≤  
де  

= max{| |: = }, = max{| | ( ) :|| ||= }.k K k K GA a K k B a d K K k|| ||  
Безпосередньо з твердження 5, з огляду на зауваження 2, отримує-

мо таке твердження.  
Твердження 6. Для кожної цілої функції pf ∈E  і будь-яких функ-

цій L∈α  та 1L∈β   
1 1 1 1

2 2 2 3 ,F F F Fαβ αβ αβμ αβμ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈E E E E  
1 1 1 1

2 3 2 3 .F F F Fαβ αβ αβμ αβμ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈E E E E  
З теореми 1 та твердження 6 негайно отримуємо теорему 2. 
4. Про класи збіжності для рядів Діріхле і одна умова типу Го-

льдберга [8]. 
Припустимо, що функції L∈βα ,  і розглянемо умови, за яких ці-

лий ряд Діріхле )( +∈ λDF  вигляду  
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,0),(=,=)(
0=

+∞↑≤+

+∞

∑ kk
kz

k
k

eazF λλλλ  

задовольняє умову  

0}.:|{|max=),(,<
)),(ln(

)(
0

≥+∞∫
+∞

keaFxdx
Fx

x kx
kx

λμ
μα
β  

Для спрощення міркувань розглянемо випадок 0>,ln)( xxx ≡α . 
Нехай )( 0

na  коефіцієнти мажоранти Ньютона HF  заданого цілого ряду 

Діріхле, тобто, такого ряду Діріхле kz
kkH eazF λ0

0=
=)( ∑+∞ , що 

1) 
1

00
1 lnln:=

−

−

−
−

nn

nn
n

aa
λλ

σ зростає до )(1 +∞↑≤∞+ n  

2) ]);,(=),(=),( 1
0

−nn
nx

nH eaFxFx σσμμ λ  
3) 0||:0)( nn aan ≤≥∀ . 

Зауважимо, що  
).()(),( R∈∀≤ xxFFxM H  

а також, що  

,<
),(lnln

)(=
),(lnln

)( *

00
+∞∫∫

+∞+∞
dx

Fx
xddx

Fx
x

xx μ
β

μ
β             (10) 

де вжито позначення  

.)(=)(
0* dttx
x
ββ ∫  

За критерієм Коші нескладно доводимо, що 0),(lnln)/(* →Fxx μβ  
)( +∞→x , тому інтегруючи частинами отримуємо  

=<
),(lnln

)(
0

+∞∫
+∞

dx
Fx

x
x μ

β *
2

0

( ) .
ln ( , ) ln ( , )lnx

d x
x F x F

β
μ μ

+∞

∫  

Зауважимо, що )()(ln=ln 11
0

1
0

−−− −−≤−− nnnnnnnn aa λλσλλσ , а також  

),(=ln 1
1=

0
−−−∑ kkk

n

k
na λλσ  

тому  

=)(=),(ln 1
1=

λσλλσσμ nkkk

n

k
n F +−− −∑  

≥−− −∑ ))((= 1
1=

kkkn

n

k
λλσσ 1 1( ) ,n n nσ σ λ− −−  

≤+ ++++ 11
0

11 ln=),(ln nnnn aF λσσμ 1 1 1 1 1( ) = .n n n n n n nσ λ λ σ λ σ λ+ + + + +− − +  
Звідси  

*
2

0

( ):=
ln ( , ) ln ( , )lnx

d x
x F x F

β
μ μ

+∞

∫T .
),(lnln),(ln

)(=
2

*
)1,[

1=
dx

FxFx
x

nnn μμ
β

σσ∫∑ +

+∞
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Звідки отримаємо, що якщо < +∞T , то  

.<
)(ln
))()((

11

*1*

1=
+∞

−

++

+
+∞

∑
nnnn

nn

n λσλσ
σβσβ                                 (11) 

Якщо ж  

,<
))((ln)(

))()((

1111

*1*

1=

+∞
−−

−

−−−−

+
+∞

∑
nnnnnn

nn

n λσσλσσ
σβσβ                (12) 

то < +∞T . Отже ми довели таке твердження. 
Теорема 3. Для того, щоб для кожного цілого ряду Діріхле 

)( +∈ λDF  виконувалась умова (10) достатньо, щоб виконувалась умова 
(12) і необхідно, щоб виконувалась умова (11).  

Для цілих функцій pf ∈E  розглянемо тепер клас збіжності інтег-
рала  

.ln
),(lnln

)ln(
0

rd
FrM

r

G
x

β
∫
+∞

                                   (13) 

Тоді, з огляду на отримані вище у п. 3 твердження, можемо сфор-
мулювати таку теорему.  

Теорема 4. Для того, щоб для кожної цілої функції pf ∈E  викону-
валась умова (13) достатньо, щоб виконувалась умова  

,<
1)))(((ln1))((

))()((

11

*1*

1=
+∞

−−−−
−

−−

+
+∞

∑ nn nnnn

nn

n σσσσ
σβσβ  

і необхідно, щоб виконувалась умова  

,<
)(ln

))()((

11

*1*

1=
+∞

−

++

+
+∞

∑ nn nn

nn

n σσ
σβσβ  

де 00
1 lnln= nnn AA −−σ , а )( 0

kA  − коефіцієнти мажоранти Ньютона цілої 
функції k

kk
RA∑ 0=

, .=|),,,(=},=|:|{|max= 11 ppKk kkKkkKkKaA KK +||| |||   
Відзначимо, що подібні твердження отримано в [9] також для рядів 

типу Тейлора-Діріхле. 
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complex variables. 
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