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Встановлено достатні умови збіжності одного класу методів 
ітеративного агрегування для лінійних рівнянь з обмеженими операто-
рами. Ці умови не містять вимог про знакосталість оператора і не 
потребують, щоб був меншим від одиниці його спектральний радіус. 
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Досягнення комп’ютерних технологій стимулюють створення і до-

слідження нових і докладніше вивчення відомих у прикладних науках 
проблем, сформульованих, зокрема, у вигляді математичних моделей 
реальних задач і явищ. Для багатьох математичних задач, що нерідко 
вважалися непіддатними для докладного кількісного, чи бодай частко-
вого якісного аналізу, зручними і ефективними виявилися різні способи 
декомпозиції. Як зазначено в [1, ст. 5], “при формалізації складних про-
цесів і явищ у багатьох прикладних галузях трапляються задачі, у яких 
кількість змінних і зв’язків вимірюється … багатьма тисячами”. Вини-
кає потреба у методах декомпозиції, щоб “на їх основі будувати числові 
алгоритми з організацією паралельних обчислень” [1, ст. 7]. Це дає змо-
гу застосовувати багатопроцесорний режим для обчислювальних проце-
сів, зокрема, за допомогою методів ітеративного агрегування (див., на-
пр.[1,2]). Вони виникли у математичній економіці для наближеного 
розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь високої розмірності, 
порядок яких може досягати 5 610 10÷  рівнянь і невідомих, які трапля-
ються, наприклад, у задачах міжгалузевого балансу (див. [3,4], а також [2, 
ст. 158]). В [5, ст. 30] йдеться про можливості застосування цих методів у 
математичних моделях біологічних систем у зв’язку з проблемою синер-
гій, що стосується узгодженості руху частин живих організмів. 

Як засвідчують численні приклади, методи ітеративного агрегу-
вання у застосування до систем лінійних алгебраїчних рівнянь вигляду 
                                          x Ax b= +      (1) 
можуть збігатися як при ( ) 1Aρ < , так і при ( ) 1Aρ > .  
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У найпростішому однопараметричному випадку метод однопара-
метричного ітеративного агрегування можна описати як ітераційний 
процес 
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де ( ): , , ,A E E b E xϕ→ ∈ − значення лінійного функціоналу ϕ  на еле-
ментах x E∈ , E − банахів простір, A−лінійний неперервний оператор. 
Формули (2) є еквівалентним записом відповідного однопараметрично-
го методу ітеративного агрегування із [3], що випливає з можливості 
отримання із (2) рівності  
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з якої знаходимо, що (2) можна записати у вигляді  
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тотожному з виглядом ітераційної формули (19.4) із [2, ст. 156]. 
Встановлені в [3] достатні умови збіжності однопараметричного методу 
ітеративного агрегування у застосуванні до випадку, коли NE = �  є евк-
лідовим простором розмірності N , означають, що елементи ija  матриці 

{ }ijA a=  та компоненти ib  вільного члена 1{ ,..., }Nb b b=  є невід’ємними 

дійсними числами та містять вимогу ( ) 1Aρ < . При цьому постулюєть-
ся також невід’ємність компонент iϕ  вектора 1{ ,..., }Nϕ ϕ ϕ= , вибраного 
довільним чином. Формулювання і обґрунтування цього результату для 
однопараметричного методу ітеративного агрегування в термінах бана-
хового простору E  базується в [3] на понятті фокусую чого оператора. 
Аналоги поняття фокусуючого оператора, придатні для поширення за-
значеного результату із [2] на багатопараметричні методи ітеративного 
агрегування, в [2] не наведені. Запропонована в [6] методика дослі-
дження методів ітеративного агрегування не використовує поняття фо-
кусуючого оператора. Ця методика придатна як для однопараметрич-
них, так і для багатопараметричних методів ітеративного агрегування і 
не вимагає знакосталості A  та b . Отримані в [6] умови збіжності мо-
жуть справджуватися як при ( ) 1Aρ < , так і при ( ) 1Aρ > . В даному 
повідомленні використано методику із [6]. Вона застосована, зокрема, в 
[7, розділ ХІІІ] для дослідження збіжності агрегаційно-ітеративного 
аналогу методу Я.Д. Мамедова (див. [2, ст. 150] ). 

Для опису цієї методики скористаємось однопараметричним мето-
дом ітеративного агрегування, подавши (2) у вигляді  
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Введемо позначення 
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і запишемо (3) як рівність  

  ( ) ( )( ) ( )( )( )1( 1) ( ) , ,n n nn nx Ax a x x bϕ ϕ++ = + − + ,   (5) 

маючи на увазі співвідношення 

            ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1( 1) ( 1)
2, , .n n n nn ny y A x y y bλ ϕ α ϕ++ += − + − −  (6) 

Тут 1λ ≠  – довільне дійсне число, *Eϕ ∈ −  елемент простору *E , 
який є спряженим до банахового простору , .E b E∈  Припустимо, що 
лінійні неперервні оператори 2: , :A E E A E E→ → , а також лінійний 
неперервний оператор 1 :A E E→  задовольняють співвідношенню: 

    *
1 2 1,A A A Aϕ λϕ= = − ,   (7) 

де *
1A − спряжений до 1A  оператор. Числа ( )nα  означимо за допомогою 

формули  
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а число ( )0y  визначимо з рівності  

   ( )( ) ( )0 0, 0x yϕ + = .     (9) 

Тоді, можна вважати також, що замість рівняння (1) йдеться про 
розгляд системи рівнянь, утвореної приєднанням до (1) скалярного рів-
няння 

   ( ) ( )2, ,y y A x bλ ϕ ϕ= − − .    (10) 
Цим створюється ситуація, коли простір E , в якому розглядаємо 

рівняння (1), “занурюємо” в простір 1Eε = × � , у якому розглядатиме-
мо систему рівнянь (1), (10), де 1 −� множина дійсних чисел. Кілька 
очевидних фактів виправдовують заміну ітераційної формули (2) запи-
сом ітераційного процесу у вигляді (5), (6) та дають підставу для вико-
ристання можливості поширити намічену для однопараметричного ви-
падку схему дослідження на багатопараметричну ситуацію, а також до-
слідити з єдиних позицій не лише методи ітеративного агрегування, а й 
інші відомі і нові ітераційні методи, конструюючи їх на основі агрега-
ційного принципу (див., зокрема, [7, розділ ХІІІ]). Для таких методів 
природно використовувати термін “агрегаційно-ітеративні методи ”, ма-
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ючи на увазі аналогії з терміном “проекційно-ітеративні методи”                
А.Ю. Лучки та М.С. Курпеля та із терміном “проекційно-сіткові методи” 
Г.І. Марчука. Деякі, корисні у подальшому викладі факти, виокремимо у 
вигляді наступних лем. 

Лема 1. Якщо ( )na  та ( )nα  означені формулами (4) та (8) відповід-
но і справджуються співвідношення (7), то мають місце рівності  

   ( )( ) ( ) ( ), , 0,1,... .n na nϕ α λ+ = =    (11) 

Доведення. Із (4), (7), (8) випливає 
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що й потрібно було довести. 
Лема 2. Нехай справджуються умови леми 1, тобто маємо співвід-

ношення (4), (7), (8). Якщо ( ) ( )0 0,x y  задовольняють рівності (9), то для 

послідовностей { } { }( ) ( ),n nx y , утворених за допомогою ітераційного 

процесу (5), (6), має місце рівність  
                                           ( ), 0x yϕ + =      (12) 

при ( ) ( ),n nx x y y= =  для 0,1,...n =  
Доведення. Використовуючи індукцію та лему 1, із співвідношень 

(5), (6) одержуємо 
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оскільки, згідно з принципом індукції, рівність (12) для ( ) ( ),n nx x y y= =  
справджується за припущенням. 

Означимо множину 0ε  як сукупність таких 1,x E y∈ ∈� , для 
яких має місце рівність (12). Множина 0ε  є лінійним підпростором про-

стору 1Eε = × � , який можна вважати банаховим простором, якщо в E  
ввести норму пари { },x y z ε= ∈  як норму вектора { }, ,x y  наприклад, 

приймаючи за цю норму евклідову норму вектора { }, ,
E

x y  де 

E
⋅ − норма в просторі E , ⋅ −абсолютна величина дійсного числа. 
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Лема 3.  Якщо 1λ ≠  і справджуються рівності (7), то для розв’язку 

{ }* *,x y ε∈  системи рівнянь  

                                           1 2 ,x A x A x b= + +     (13) 
                                       ( ) ( )2, ,y y A x bλ ϕ ϕ= − −     (14) 

має місце співвідношення { }* *
0,x y ε∈  (тут (13) збігається з (1), оскіль-

ки маємо на увазі співвідношення (7)). 
Доведення. Рівності (13), (14) і (7) приводять до співвідношень 
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Оскільки 1λ ≠ , то звідси випливає рівність ( )* *, 0x yϕ + = , що й 

потрібно було довести. 
Наступне твердження є наслідком попередніх лем. 
Лема 4. Нехай справджуються рівності (4), (7), (8), 1λ ≠  і 

{ }(0) (0)
0,x y ε∈ . Тоді для розв’язку { }* *,x y  систем (13), (14) і послідов-

ностей ( ){ } ( ){ }, ,n nx y утворених за допомогою алгоритму (5), (6), мають 

місце співвідношення  
                  ( )( ) ( )( ) ( )* *, 0 0,1,...n nx x y y nϕ − + − = = .  (15) 

Завдяки (15) для оцінки збіжності послідовності ( ){ },nx  утвореної 

зо допомогою (5), (6), можна скористатися рівністю  
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n
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ax x A x x A x xϕ λ ϕ
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 (16) 

якщо ( ) ( )1 0 0,1,... .n nλ α− + ≠ =  При “вдалому” виборі ( ) ( ), , ,n naλ ϕ α , що 

входять в (16), збіжність послідовності ( ){ }nx  до *x можна забезпечити 

за умови, коли норма лінійного щодо ( ) *nw x x= −  оператора, породже-
ного правою частиною (16), менша за одиницю як при ( ) 1Aρ < , так і 

при ( ) 1Aρ > . Як випливає з (16), вибір нульового оператора замість 2A  

при ( ) ( )0, 0,1,...n nα = =  із врахуванням того факту, що при ( ) 0nα =  за-
вдяки (11) будемо мати  

    ( )( ) ( ), 0,1,...na nϕ λ= = , 

гарантує збіжність послідовності ( ){ }nx  до *x  при 
( ) ( )0,1,...,na n Eλψ ψ= = ∈  тоді, коли меншим за одиницю є спектра-

льний радіус оператора ( ),Aw wψ ϕ−  як лінійного щодо w . Виокре-

мимо випадок, коли простір E  тотожний з евклідовим простором N� , 
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ϕ  є власним вектором оператора *
1A , який збігається з *A  при нульо-

вому операторові 2A , а ψ  є власним вектором оператора 1A A= , що 

відповідають власному значенню λ . Нехай при NE = �  власне число 
1λ λ=  є найбільшим за абсолютною величиною серед власних чисел 

1 2, ,..., Nλ λ λ  матриці A . Припускаючи, що його кратність дорівнює 
одиниці і що 1 2 ... Nλ λ λ≥ ≥ ≥  та маючи на увазі, що в цьому випадку 
можна вважати ϕ −  вектором рядком, а ψ − вектором стовпцем, рів-
ність (16) можна подати як рівність  
                               ( ) ( ) ( )( )1 * *

1
n nx x A x xλψ ϕ+ − = − ⋅ − . 

Тут добуток ψ ϕ⋅  розуміємо як добуток матриці-стовпця ψ  на 
матрицю-рядок ϕ . Цим встановлено такий результат. 

Теорема 1. Нехай NE = � , ( )( ) ( )0

1

,
, 0

1
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x
ϕ

ϕ
λ
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−

, де 1l  та ϕ  і ψ  є 

власним числом та відповідно лівим і правим власними векторами мат-
риці A . Тоді послідовність ( ){ }nx , утворена за допомогою алгоритму 

(5), (6), збігається при 2 1λ <  не повільніше за геометричну прогресію зі 

знаменником 2q λ= . 
Доведення стає очевидним, якщо зауважити, що за цієї ситуації 

рівняння (10) зводиться до рівності ( )
1

,
1

b
y

ϕ
λ

= −
−

 і із (6) випливає, що 

( ) ( ) ( ),
0,1,...

1
n b

y n
ϕ
λ

= =
−

. При цьому очевидно також, що для спектра-

льного радіуса ( )Hρ  оператора 1H A λψ ϕ= − ⋅  маємо ( ) 1.Hρ <  
Зауважимо, що як випливає із (5) і щойно зазначеного, ітераційний 

процес (5), (6) перетворюється в метод послідовних наближень 
( ) ( )1n nx Ax b+ = +  зі спеціальними вибором початкового наближення 
( )0

0x ε∈ , де 0ε  є підпростором розмірності 1 в N� . 
Наведений результат щодо ситуації в NE = �  при зазначеному ви-

борі ( ) ( ), , ,n naλ ϕ α  дає підстави сподіватися, що “вдалий” вибір, зокрема, 
λ  і ϕ  є тим кращим, чим кращими (в тому, чи іншому розумінні) на-
ближеннями до найбільшого за абсолютною величиною власного числа 

1λ  і відповідного йому власного елемента оператора A  вибрані λ  та ϕ . 
Зауваження 1. У випадку NE = � , якщо *,A Aψ λψ ϕ ϕ λϕ ψ= ⋅ = ⋅ , 

то вибір ( ) ( 0,1,...)na nλψ= =  мінімізує норму оператора, породженого 
правою частиною рівності (16). Довести це можна за допомогою методу 
найменших квадратів. 
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Не вдаючись до подробиць щодо оцінок збіжності алгоритму (5), 
(6), що ґрунтуються на рівності (16), звернемо увагу на те, що вибір ( )na  
та ( )nα  за формулами (4) і (8) описує саме метод ітеративного агрегу-
вання в однопараметричному випадку. Однак при доведенні лем 2 і 3, 
які забезпечують рівності (15), котрим належить важлива роль при оці-
нці збіжності ітераційного процесу, рівності (4) і (8) не використову-
ються. Тому ( )na  та ( )nα  можна вибрати довільним чином, підпорядко-
вуючи їх вимозі, щоб справджувалася рівність (11). 

Розглянемо загальну ситуацію, вважаючи, що як і раніше, лінійний 
неперервний оператор :A E E→  поданий як сума 1 2A A+ , тобто запи-
суватимемо рівняння (1) у вигляді  

                             ( )1 2x A x A x b b E= + + ∈    (17) 
Вважатимемо, що задані лінійні неперервні оператори 

( ) ( ): ' ', : ', : ', : ' ',n nE E S E E a E E E EαΛ → → → →  де банахові просто-
ри E  та 'E  можуть бути, взагалі кажучи, різними. Постулюємо рівності  
                                                1SA S= Λ ,                     (18) 

                       ( ) ( ) ( )0,1,...n nSa nα+ = Λ = .     (19) 

В банаховому просторі 'E Eε = × , в якому норму пари { },z x y=  

означатимемо, наприклад, як евклідову норму z  вектора { }',
E E

x y , 

виокремимо підпростір 0ε  як сукупність пар , 'x E y E∈ ∈ , для яких ма-
ємо рівність  
                                              'Sx y θ+ = ,                       (20) 
де θ ′  – нульовий елемент в E′ . У просторі ε  розглядатимемо систему 
рівнянь, що складається з рівняння (17) і додаткового рівняння 
                                            2y y SA x Sb= Λ − − .    (21) 

Наступні три твердження є аналогами лем 2-4. 
Лема 5. Нехай { }* *,x y  – розв’язок в просторі ε  системи (17), (21). 

Тоді { }* *
0,x y ε∈ , якщо оператор 'I −Λ  має обернений оператор 

( ) 1'I −− Λ , де 'I  – одиничний оператор в 'E . 
Доведення. Справді, з (17), (21) випливає 

* * * * * * * *
1 2 2 1Sx y SA x SA x Sb y SA x Sb SA x y+ = + + + Λ − − = + Λ . 

Звідси, завдяки (18) знаходимо ( )* * * *Sx y Sx y+ = Λ + . Існування 

оператора ( ) 1'I −− Λ  дає підстави зробити висновок, що * * 'Sx y θ+ = .  
Побудуємо ітераційний процес за формулами 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 2 ,n n n n n nx A x A x b a y y+ += + + + −               (22) 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
2 .n n n n n ny y SA x a y y Sb+ + += Λ − + − −   (23) 
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За припущення, що при кожному 0,1,...n =  існує обернений опера-

тор ( )( ) 1
' nI α

−
−Λ +  послідовність { }( ) ( ),n nx y  означена. 

Лема 6. Якщо { }(0) (0)
0,x y ε∈ , то при кожному 0,1,...n =  мають мі-

сце співвідношення { }( ) ( )
0,n nx y ε∈ . 

Доведення. З огляду на принцип індукції, знайдемо 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1
1 2 2

1 1
1 .

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

Sx y SA x SA x Sb Sa y y y SA x

a y y Sb SA x Sa y Sa yα α

+ + + +

+ +

+ = + + + − +Λ − +

+ − − = + Λ− − − +
 

Звідси, враховуючи (18) і (19), одержуємо  
                                  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 .n n n nSx y Sx y+ ++ = Λ +  

Тому з припущення, що { }( ) ( )
0,n nx y ε∈ , випливає { }( 1) ( 1)

0,n nx y ε+ + ∈ . 
Цим лему доведено. 

Лема 7. Якщо { }(0) (0)
0,x y ε∈ , то для всіх 0,1,...n =  справджується 

рівність 
                                   ( )( ) ( )( )* * 'n nS x x y y θ− + − = .   (24) 

Доведення зводиться до застосування лем 5 та 6. 
При дослідженні збіжності ітераційного процесу (22), (23) вважа-

тимемо, що справджуються умови (18), (19) та припускатимемо існу-

вання операторів ( )( ) 1
' nI α

−
−Λ +  ( )0,1,...n = , ( ) 1'I −− Λ , а також прийме-

мо, що { }(0) (0)
0,x y ε∈ , тобто, що справджуються умови лем 5-7. 

Оскільки з (17), (21)-(23) випливають рівності  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1* * *
2' ,n n n n nI y y SA x x y yα α

− + + +−Λ + − = − − + −  

                    

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 * * *
1 2

1
*

2

1
*

'

' ' ,

n n n

n n n

n n n

x x A x x A x x

a I SA x x

a I I y y

α

α

+

−

−

− = − + − +

+ −Λ + − +

+ −Λ + −Λ −

  (25) 

то, ввівши позначення  

                                ( )
( ) ( )

( ) ( )
11 12 1

221 22

n n
n

n n

H H w
H w

wH H

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

, 
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( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )( ) ( )

1

11 1 1 2 2 1

1

12 2 2

1

21 1 2 1

1

22 2 2

' ,

' ' ,

' ,

' ,

n n

n n

n

n n

H w A A a I SA w

H w a I I w

H w I SA w

H w I w

α

α

α

α α

−

−

−

−

⎡ ⎤= + + −Λ +⎢ ⎥⎣ ⎦

= −Λ + −Λ

= − −Λ +

= −Λ +

 

де 1 2{ , }Tw w w= , T − символ транспонування, можна стверджувати на-
ступне. 

Теорема 2.  Якщо ( )nH q ε≤ ≤ , 0,1,...n = , де ( )nH −  норма опе-

ратора ( ) : ,nH ε ε→  індукована нормою ⋅  в ε , то послідовність 

{ }( ) ( ),n nx y , побудована за допомогою формул (22), (23), збігається до 

розв’язку { }* *,x y  системи (17), (21) не повільніше за геометричну про-
гресію зі знаменником q .  

Рівності (24) в умовах і при обґрунтуванні теореми не фігурують. 
Завдяки (24) рівності (25) можна подати у вигляді  

                     ( ) ( ) ( )( ) ( )
11 *

1 ' 'n n nx x A a I I Sα
−+ ⎛ ⎡ ⎤− = − −Λ + −Λ +⎜ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝

 

              ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
*

2 2' 'n n nA a I I SA x xα
− ⎞⎡ ⎤+ − −Λ + −Λ −⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎠

. (26) 

Позначимо через ( )
0

nH  оператор, породжений правою частиною рі-
вності (26). 

Теорема 3. Якщо 
                             ( ) ( )0 1 0,1,... ,n

E
H q n≤ < =                       (27) 

то утворена за допомогою алгоритму (22), (23) послідовність { }( )nx  збі-

гається до розв’язку *x  рівняння (17) не повільніше за геометричну 
прогресію зі знаменником 0.q  

Доведення. Теорема 3 є наслідком теореми 2, тому для її доведен-
ня достатньо скористатися рівністю (26). 

Закцентуємо увагу на наступному. Оператор ( )
0

nH  можна подати у 

вигляді ( ) ( ) ( )
0 1 2

n n nH H H= + , де 

               
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 1

1

2 2 2

' ' ,

' ' .

n n n

n n n

H A a I I S

H A a I I SA

α

α

−

−

= − −Λ + −Λ

= + −Λ + −Λ
  (28) 

Розглянемо ситуацію, за якої при 0,1,...n =  оператори ( )nα  є ну-
льовими. 
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Теорема 4.  Нехай ( )nα  є нульовими операторами, а оператори 
( )

1, ,nA a S  зв’язані співвідношеннями  

                               ( )
1

na S A=  ( 0,1,...n = ).    (29) 

Якщо ( )
2 2 1,n

E
H q≤ < то послідовність { }( )nx , побудована за фор-

мулами (22), (23), збіжна. 
Доведення. Умова (29) і вибір за ( )nα  нульових операторів озна-

чає, згідно з (28), ( ) ( )
0 2

n òH H=  ( 0,1,...n = ). Тому в (27) замість 0q  можна 
взяти 2q . 

Приклад 1. Нехай оператор A  можна подати у вигляді  

                                     
1

N

i i
i

A pλ
=

=∑   ( )N ≤ ∞ .    (30) 

Будемо вважати, що  
                            

0 01 2 1... ...N N Nλ λ λ λ λ+≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥    (31) 

і ( )1,i i Nλ =  є власними числами, а елементи ( )1,i i Nϕ =  – відповід-

ними їм власними елементами оператора *A , спряженого з A . Прийме-
мо у (17)  

                                     
0

0

1 2
1 1

;
N N

i i i i
i i N

A p A pλ λ
= = +

= =∑ ∑ . 

Задля спрощень вважатимемо, що E  – гільбертів простір, ip  є 
проекторами, які проектують простір E  на попарно ортогональні під-
простори iE , кожен з яких має розмірність 1, числа iλ  вважатимемо 
дійсними. Як відомо, в такому разі 2

i ip p=  і 0i jp p =  при i j≠ . В цьому 
випадку приймемо, що  
                               ( ) { }0 01 1,..., , ,..., ,N Ndiag S S Sλ λΛ = =    

де рівності ( ) ( ) ( )*, , ,i i i i iS Ax Ax A x xϕ ϕ λ ϕ= = =  відповідають співвідно-

шенню (18). В рівностях (19) вважаємо, що ( )nα  є нульовими операто-
рами і рівності (19) записуватимемо у вигляді 

( ) ( )( ) ( )0, 1,n n
i i i iS a a i Nϕ λ= = = . Можна переконатися, що у цьому випа-

дку рівність (20), якою означена множина 0ε  початкових наближень, 

зводиться до рівностей ( ) ( ) ( )0

,
, 1,

1
i

i
i

b
x i N

ϕ
ϕ

λ
= =

−
. Тому виправданим є 

припущення, що 1iλ ≠  ( )01,i N= . Для гільбертового простору E  в си-

туації, коли A  – самоспряжений оператор, припустимо, що 2SA  є ну-
льовим оператором. Таким чином, для цього прикладу ітераційний про-
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цес (22), (23) фактично описується за допомогою формул методу послі-
довних наближень  

                    ( ) ( ) ( )1
1 2

n n nx A x A x b+ = + +  ( 0,1,...n = )             (32) 
для рівняння (17) з початковим наближенням 0 1x ε∈ , де 1ε  означується 
як сукупність елементів x E∈ , для яких мають місце рівності 
                                          ( ), 0xϕ = .     (33) 

Як частковий випадок отримаємо такий результат. 
Теорема 5. Нехай справджуються припущення (30), (31) і мають 

місце зазначені припущення щодо структури операторів 
( ) ( )

1 2, , , , ,n nA A S a αΛ  та чисел iλ  і проекторів ( 1, )ip i N=  в гільбертово-
му просторі E . Якщо  
                                        2 1A q≤ <      (34) 

і ( )0x  задовольняє рівності (33) при ( )0x x= , то метод послідовних на-
ближень (32) збігається до розв’язку *x  рівняння (17) не повільніше від 
геометрично ї прогресії із знаменником q . 

Доведення. Можна переконатися, що для оператора ( )
0

nH , застосу-

вавши теорему 3, матимемо ( )
0 2

nH A=  ( 0,1,...n = ), бо, очевидно, що 2SA  
є нульовим оператором і справджується рівність (33). 

Зауваження 2. Умову (34) можна замінити вимогою 
( )

02 1 1NAρ λ += < . 
Зауваження 3. Теорему 5 можна поширити з відповідними засте-

реженнями на рівняння вигляду (17), коли оператор 1 2A A A= +  не є 
самоспряженим, маючи на увазі, що весь попередній виклад можна по-
дати в термінах, що допускають можливість розгляду комплексних iλ . 
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