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У статті встановлено умови збіжності послідовностей, що ви-

значають розв’язки з нелінійними компонентами деякої системи двох 
нелінійних диференціальних рівнянь другого порядку. 

Ключові слова: система нелінійних диференціальних рівнянь, умо-
ви збіжності, функціональний ряд, періодичність розв’язків. 

 
Розглядається система диференціальних рівнянь 
                        ( )1 1 2 2, , , ,i iy f x y y y y′′ ′ ′=         ( )1, 2i = ,                     (1) 

де неперервні функції ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
0 1 0 1, , , ,if x u u u u  ( )1, 2i =  задовольняють 

умови: 
1. ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2

0 1 0 1 0 1 0 1, , , , , , , ,i if x T u u u u f x u u u u+ ≡   ( )1, 2i = ; 

2. ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1, , , , , , , ,i if x u u u u f x u u u uα − − − ≡ −   ( )1, 2i = ; 

3. 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1
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1 1 1 2 2 2 2 2 2
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, , , , , , , ,

1,2 .

i if x u u u u f x u u u u K u u

K u u K u u K u u i

− ≤ − +

+ − + − + − =
 

Згідно з попереднім [ ] [ ]( )1 , 2  диференціальне рівняння  

                                 ( )y xϕ′′ = , 

де                 ( )x Cϕ ∈ ; ( ) ( )x T xϕ ϕ+ ≡ ; ( )
0

0
T

x dxϕ =∫  

має неперервний, періодичний (періоду Т) розв’язок ( )y y x= , який 
можна записати у формі  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 0 0

1 1
2 2

x T T T

y x x t t dt t t dt t t dt t t dt
T

ϕ ϕ ϕ ϕ= − + + −∫ ∫ ∫ ∫ . 

Якщо, крім того, ( ) ( )x xϕ α ϕ− = − , то ( ) ( )y x y xα − = − . 

Теорема 1. Якщо 2
0 1

13 3 1
12 2

K T K T+ <  ( ( ) ( )1 2
0 0 0K K K= + ,  
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( ) ( )1 2

1 1 1K K K= + ), то система (1) має розв’язок ( )i iy y x=  ( )1, 2i =  такий, 

що ( )iy x C∈ ; ( ) ( )i iy x T y x+ = ; ( ) ( )i iy x y xα − = −  ( )1, 2i = . 
Доведення. Побудуємо послідовності  
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x
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T

k k k k

T

i k k k k

T

k k k k

y x x t f t y t y t y t y t dt

x t f t y t y t y t y t dt
T

t f t y t y t y t y t dt

t f t y t y t y t y t dt
T

i k

− − − −

− − − −

− − − −

− − − −

′ ′= − +

′ ′+ +

′ ′+ −

′ ′−

= =

∫

∫

∫

∫

        (2) 

Тут ( )0iy x  ( )1, 2i =  – довільні неперервні, диференційовані, пері-

одичні (періоду Т) функції, що ( ) ( )io ioy x y xα − = − . 

В силу вказаного вище, ( )iky x  є неперервними, періодичними (пе-

ріоду Т) функціями, для яких ( ) ( )ik iky x y xα − = −  ( )1, 2; 1, 2,...i k= = . 
Запишемо: 

              

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
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0
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0

, , , ,

1 , , , ,
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t f t y t y t y t y t dt
T
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′ ′ ′= +

′ ′+

= =

∫

∫  

Отримаємо: 

             

( ) ( )(
( ) ( ) ) ( )

1 1
2 1 0 11 10 1 11 100

2 2 2
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max

13 1,2 ;
12

i i x T
y y K y y K y y
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≤ ≤
⎡ ′ ′− = − + − +⎣

⎤′ ′+ − + − =⎦

 

              

( ) ( )(
( ) ( ) ) ( )

1 1
2 1 0 11 10 1 11 100

2 2
0 21 20 1 21 20

max

3 1,2 .
2

i i x T
y y K y y K y y

K y y K y y T i

≤ ≤
⎡′ ′ ′ ′− = − + − +⎣

⎤′ ′+ − + − =⎦

 

Використовуючи позначення  

                         
( ) ( )(

( ) ( ) )

1 1
0 11 10 1 11 100

2 2
0 21 20 1 21 20

max

,
x T

K y y K y y

K y y K y y M
≤ ≤

′ ′− + − +

′ ′+ − + − =
 

отримаємо: 
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               2
2 1

13 ;
12i iy y MT− ≤      ( )2 1

3 1,2 .
2i iy y MT i′ ′− ≤ =  

Значить, 

        

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 22 2
3 2 0 1 0

2 2 2 2
1 0 1

13 3 13
12 2 12

3 13 13 13 3 1,2 ;
2 12 12 12 2

i iy y K MT K MT K MT

K MT T MT K T K T i

⎛− ≤ ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎜
⎝
⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ = + =⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

 

        

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 22 2
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2 2
1 0 1

13 3 13
12 2 12

3 3 3 13 3 1,2 .
2 2 2 12 2
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⎛′ ′− ≤ ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎜
⎝
⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ ⋅ = + =⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

 

Нехай  

                                     2
0 1

13 3
12 2

K T K T q+ = , 

тоді 2
3 2

13
12i iy y MT q− ≤ ;    ( )3 2

3 1,2
2i iy y MTq i′ ′− ≤ = . 

Припустимо, що  

     2 1
1

13
12

k
ik iky y MT q −
+ − ≤ ;    ( )1

1
3 1,2
2

k
ik iky y MTq i−
+′ ′− ≤ = . 

Отримаємо: 

        

( ) ( )

( ) ( )

( )
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0 1

2 1 1 2
0 1

13 3
12 2

13 3 13
12 2 12
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12 2 12 12
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⎝
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⎠

⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟
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− −
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⎛′ ′− ≤ ⋅ + ⋅ +⎜
⎝

⎞+ ⋅ + ⋅ =⎟
⎠

⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Згідно з методом математичної індукції ряди 
            ( )0 1 0 2 1 1... 1, 2i i i i i ik iky y y y y y y i++ − + − + + − =  

мажоруються геометричною прогресією із знаменником q . 
Отже, послідовності (2) збігаються рівномірно, тобто існують гра-

ниці 
                        ( ) ( ) ( )lim 1, 2ik ik

y x y x i
→∞

= = , 
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де ( )iy x  є неперервні, періодичні (періоду Т) функцій, що 

( ) ( )i iy x y xα − = −  ( )1, 2i = . 
Переходячи в рівностях (2) до границі при k →∞ , дістанемо 

              

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 2 2
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2
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0

, , , ,

, , , ,

1 , , , ,
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1 , , , , 1, 2 .
2

x

i i

T

T

i

T

y x x t f t y t y t y t y t dt

x t f t y t y t y t y t dt
T

t f t y t y t y t y t dt

t f t y t y t y t y t dt i
T

′ ′= − +

′ ′+ +

′ ′+ −

′ ′− =

∫

∫

∫

∫

 

Значить ( )i iy y x=  ( )1, 2i =  є розв’язком системи (1). 
Теорему доведено. 

Теорема 2. Якщо 2
0 1

13 3 1
12 2

q K T K T= + <  і ( )i iy y x= , ( )i iz z x=  

( )1, 2i = , існують неперервні, періодичні (періоду Е) розв’язки системи (1), 

такі, що ( )
0

0
T

iy x dx =∫ ; ( )
0

0
T

iz x dx =∫  ( )1, 2i = , то ( ) ( )i iy x z x=  ( )1, 2i = . 

Доведення. В силу вказаного раніше, розв’язок ( )i iz z x=  системи 
(1) можна записати у вигляді 

          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 2 2
0

1 1 11 2 2
0

1 11 2
0

2
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, , , ,

, , , ,
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2

x

i i

T

T

i

T

z x x t f t z t z t z t z t dt

x t f t z t z t z t z t dt
T

t f t z t z t z t z t dt

t f t z t z t z t z t dt i
T

′ ′= − +

′ ′+ +

′ ′+ −

′ ′− =

∫

∫

∫

∫

 

Позначимо 
       ( ) ( ) ( )( ( )1 1 2 2

0 11 1 1 11 1 0 21 2 1 21 10
max

x T
L K y z K y z K y z K y z

≤ ≤
′ ′ ′ ′= − + − + − + − . 

Аналогічно попередньому дістанемо, що  

                      ( ) ( ) 2 213
12

k
iky x z x LT q −− ≤   ( )1, 2; 2,3,...i k= = . 

Оскільки 1q < , то 
                         ( ) ( )lim ik ik

y x z x
→∞

= ;  ( ) ( ) ( )1, 2i iy x z x i= = . 

Теорему доведено. 
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