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Для автономної системи звичайних диференціальних рівнянь з ім-
пульсною дією у фіксовані моменти часу одержано критерії стійкості, 
асимптотичної стійкості і нестійкості тривіального розв’язку, анало-
гічні тим, які дає другий метод Ляпунова для диференціальних рівнянь 
без імпульсів.  
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Розглядається автономна система диференціальних рівнянь з імпу-

льсною дією у фіксовані моменти часу 
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де t  – час,  ...,2,1,,,,0 =∈∈∈≥ iRIRfRxtt n
i

nn .  
Функція ( )xf  вважається заданою в кулі 
                           { }0,, >≤∈= hhxRxJ n

h  

і ( ) 00 =f , функції ( )xIi  визначені і неперервні hJ , ( ) ...,2,1,00 == iIi . 
Отже, система (1) має розв’язок 0≡x , який і досліджується на стій-
кість. Відносно послідовності моментів часу { }it , в які відбувається ім-
пульсна дія, припускаємо, що ...,2,1,1 => − itt ii , і ∞→it  при ∞→i .  

Через ( )ti  позначимо кількість імпульсних збурень на проміжку 

[ ]tt ,0 , тобто ( ) iti = , якщо 1+≤< ii ttt . Тоді функція ( )
0tt

ti
−

 означатиме 

відносну частоту імпульсних збурень. При дослідженні питання стійко-
сті тривіального розв’язку системи (1) важливе значення має поведінка 
цієї функції при ∞→t . 

Справедливі наступні твердження. 
Теорема 1. Нехай для системи (1) існує додатно визначена функція 

Ляпунова ( )xV , така, що повсюдно в кулі hJ  виконані нерівності 
                          ( ) ,, VfVgrad ϕ−≤                                                 (2) 
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                    ( )( ) ( )( ) ,...,2,1, =≤+ ixVxIxV i ψ                               (3) 
де ( )sϕ , ( )sψ  – неперервні функції, ( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,000 >>== ss ψϕψϕ  
при 0>s , а послідовність{ }it  така, що при 0tt >  

                                ( ) constpp
tt

ti
=≤

−
,

0

.                                          (4) 

Тоді, якщо при деякому 00 >à  для всіх ( ]0,0 aa∈  виконана нерів-
ність 
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то тривіальний розв’язок системи (1) стійкий за Ляпуновим. Причому, 
якщо існує 0>γ  таке, що 
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то цей розв’язок асимптотично стійкий. 
Доведення. Нехай h<< ε0  і ( ) 0min axVl

x
≤=

≥ε
. Виберемо 0>δ  так, 

щоб виконувалась нерівність ( ) lxVm
x

<=
<δ

sup , і нехай 

( ) ( ) δJxtxtx ∈= 00,  – довільний нетривіальний розв’язок системи (1). 
Доведемо, що ( ) εJtx ∈  при 0tt ≥ .  

Припустимо супротивне: ( )tx  з часом покине кулю εJ . Розглянемо 
функцію ( ) ( )( )txVtv = . Оскільки (2) ( ) ( )( ) ( ) hi Jtxtttvtv ∈≠−≤′ ,,ϕ , що 
свідчить про те, що ( )tv  спадає на кожному проміжку ( ]1, +ii tt , тому, як-
що ( ) ltv i <+ 0 , то ( ) ltv <  для всіх ( ]1, +∈ ii ttt . Це означає, що ( )tx  може 
покинути кулю εJ  тільки за рахунок імпульсу. Нехай kt  – момент часу, 
коли це відбудеться вперше. Тобто для [ ] ( ) ltvttt k <∈ ,0 , а ( ) ltv k ≥+ 0 . 
Із нерівності ( ) ( )( ) itttvtv ≠−≤′ ,ϕ одержуємо 
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Або, після заміни ( )tvs = , маємо для ki ,...,2,1=  
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Додаючи такі нерівності, одержуємо  
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Ліву частину цієї нерівності перетворимо до виду 
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Але в силу (3) і (5) для 1,...,2,1 −= ki  
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така ж нерівність, оскільки ( ) 0atv k < , справедлива і при ki = : 
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Віднімаючи від цієї нерівності почленно (7) і враховуючи, що 
( ) ( )01 +=+ kk titi , маємо 
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Але в силу (4) ( ) p
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k
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Що означає, що ( ) ( ) ltvtv k <≤+ 00  і суперечить зробленому припу-
щенню. Перша частина теореми доведена. 

Якщо ж виконана нерівність (6), то потрібно ще довести, що 
( ) 0→tv  при ∞→t . Оскільки ( )tv  спадає на проміжках ( ]ii tt ,1− , то до-

сить довести, що ( ) 00 →+itv  при ∞→i . Аналогічно тому, як була оде-
ржана вище нерівність (8), одержуємо для всіх i  
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що з урахуванням (4) приводить до нерівності 
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Звідси одержуємо 
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що можливо тільки за умови, що ( ) 00lim =+
∞→ ii

tv . Терему доведено. 

Аналогічно може бути доведена теорема 2. 
Теорема 2. Нехай для системи (1) існує додатно визначена функція 

Ляпунова ( )xV , така, що всюди в hJ  виконані нерівності  
                                 ( )VfVgrad ϕ≤,                                               (9) 

і (3), де функції ( ) ( )ss ψϕ ,  – такі ж, як і в теоремі 1, а послідовність { }it  
така, що для всіх 10 tTt >>  

                                  ( ) constpp
tt

ti
=>≥

−
,0

0

.                                 (10) 

Тоді, якщо функції ( ) ( )ss ψϕ , такі, що при деякому 00 >à  для всіх 
( ]0,0 aa∈  виконана нерівність 

                                   ( )( )
∫ ≥
a

a ps
ds

ψ ϕ
1 ,                                                    (11) 

то розв’язок 0≡x  системи (1) стійкий. Причому, якщо можна вказати 
0>γ  таке, що 

                                    ( )( )
γ

ϕψ

+≥∫
a

a ps
ds 1 ,                                             (12) 

то цей розв’язок асимптотично стійкий. 
Розглянемо теореми про нестійкість. Функція Ляпунова ( )xV , яка 

фігурує в цих теоремах, повинна володіти такими властивостями: 
а) область додатності ( )xV  ( ){ }0, >∈= xVJxD h  дотикається до 

початку координат; 
б) в області D  ( )xV  обмежена; позначимо ( )xVa

Dx∈
=max0 . 

Теорема 3. Нехай для системи (1) існує функція Ляпунова ( )xV , 
яка володіє властивостями а) і б) така, що всюди в області D  викону-
ються нерівності   

                                 ( ) ,, VfVgrad ϕ−≥                                        (13) 
                          ( )( ) ( )( ) ,...,2,1, =≥+ ixVxIxV i ψ                       (14) 

де функції ( ) ( )ss ψϕ ,  – такі ж, як в попередніх теоремах, а послідов-
ність { }it  така, що виконана нерівність (10). Тоді, якщо при деякому 

0>γ  для всіх ( ]0,0 aa∈   
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то тривіальний розв’язок системи (1) нестійкий. 
Доведення. Нехай 0>δ  як завгодно мале. За умовою знайдеться 
δJx ∈0  таке, що ( ) 00 >xV . Доведемо, що розв’язок ( ) ( ) ,, 00 xtxtx =  з ча-

сом вийде за межі кулі hJ . Припустимо супротивне: ( ) 0, ttJtx h ≥∈ . То-
ді неважко довести, що ( ) Dtx ∈ . Справді, розглянемо функцію 
( ) ( )( )txVtv = . В силу (14) ( ) ( )( )ii tvtv ψ≥+ 0 , тому ситуація ( ) 0>itv , а 
( ) 00 ≤+itv  неможлива. Отже, щоб вийти з області D , точка ( )tx  пови-

нна попасти на межу цієї області. Нехай ( ]1, +
∗ ∈ ii ttt  – момент часу, коли 

вперше виконається рівність ( ) 0=tv , тоді ( ) 00 >+itv . Але в силу (13) 
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Але це неможливо, бо ( ) 0=∗tv , а невласний інтеграл ( )
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неважко показати, повинен бути розбіжним. Отже, ( ) Dtx ∈  при 0tt ≥ , 
тому ( )tv  – обмежена функція. Тоді із (13) одержуємо для ...,2,1=i    
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а в силу (14) і (15) 
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Враховуючи (10) для 0Tt >  маємо 
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Звідси випливає, що ( ) ( )0tvtv > , але оскільки ( ) Dtx ∈ , то ( ) 0atv ≤ . 
Позначимо 
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або ( ) ( ) ( )00 ttmptvtv −+≥ γ , що означає, що функція ( ) ∞→tv  при ∞→t  
і не може бути обмеженою. Це і доводить теорему. 

Справедлива також наступна теорема, яка доводиться аналогічно. 
Теорема 4. Нехай для системи (1) існує функція Ляпунова ( )xV , 

наділена властивостями а) і б), і така, що всюди в області D  виконані 
нерівності 

                                   ( )VfVgrad ϕ≥,                                          (16) 
і (14) з такими ж функціями ( )sϕ і ( )sψ , що і в попередніх теоремах, а 
послідовність{ }it  така, що при 0tt >  виконана нерівність (4). 

Тоді, якщо за деякого 0>γ  для всіх ( ]0,0 aa∈  

                                   ( )( )
,1 γ

ϕψ

−≤∫ ps
dsa

a

                                               (17) 

то розв’язок 0≡x  системи (1) нестійкий.  
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Criteries of stability, asymptotic stability and non-stability of simple so-
lution in an analogy to those according to the secondary Liapunov’s method 
for differential equations without impulses, were issued for autonomial sys-
tem of ordinary differential equations with impulsive action in the fixed mo-
ments of time.    

Key words: impulsive action, stability, function of Liapunov.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


