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Застосовується метод усереднення Крилова-Боголюбова-

Митропольського в поєднанні з методом ітерацій до систем інтегро-
диференціальних рівнянь з подвійною імпульсною дією. 
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У роботі розглядається поширення ідей усереднення в імпульсних 
системах, запропонованих А.М. Самойленком і М.О. Перестюком [1], у 
поєднанні з методом ітерацій на системи інтегро-диференціальних рів-
нянь з подвійною імпульсною дією. 

Розглянемо систему виду 
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де 0>ε  – малий параметр, 
функції ( ) ( ) ( ) ( )xGxJxstKyxtF ij ,,,,,,,  визначені і неперервні в об-
ласті [ ] ( ) ( ){ }111 ,...,,,...,,,0, DyyyDxxxTstR mn ∈=∈=∈= , 

1, DD  – обмежені області евклідових просторів nE  і mE  відповідно, 
LT 1−= ε , L  – довільна стала.  

Розв’язок системи (1) ( )x t  задовольняє початковим умовам 
                                                 ( ) .0 0xx =                                                       (2) 
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Припустимо, що в області R  визначені і неперервні функції 
( )yxtf ,, , ( )xstk ,, , ( )xq j , ( )xgi  разом із своїми похідними xf ′ , yf ′ , 

xk′ , jq′ , ig′  задовольняють умовам: 
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( ) ( )( ) ( )( )i i iG x g x g x x x x xε′− − − ≤ − ; 

2) ( ) ( )( ) 1 2, , , ,f t x y f t x y L x x L y y− ≤ − + − , 

( ) ( )( ) 3, , , ,k t s x k t s x L x x− ≤ − , 

( ) ( )( ) 4j jq x q x L x x− ≤ − , 

( ) ( )( ) 5j jg x g x L x x− ≤ − , 

( ) ( ), , im f t x y g x M≤ + ≤ , 

де M , m , pL , 1,...,5p =  – додатні постійні. 

Вважатимемо, що при [ ], 0,t s T∈ , ,i j d≤ , 
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Позначимо через ( )T u  оператор 
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Розглянемо систему рівнянь 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 0
0
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z t f z t k t z s ds tq z g zε
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∫ , 

( ) ( ) ( )t T z tα ε α′ = ,                                                                          (5) 
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it t≠ ,    ( )
i

i
t t

g zα ε α
=

′Δ =  

з початковими умовами 
( ) 00z x= ,  ( )0 0α = . 

Теорема 1. Нехай виконуються умови (1), ( 2), (3) і, крім цього, 
( ) ( ), , iF t x y G x N+ ≤ , 

( )T u P≤ ,  ( ) ( )2T u T uε ε+ − < . 

Тоді розв’язок задачі (1), (2) з точністю до 2ε  можна подати у 
вигляді: 

                                 ( ) ( ) ( )x t z t tα= + ,                                            (8) 

де ( )z t , ( )tα  характеризують відповідно плавну і розривну частини 
розв’язку. 

Доведення. Одночасно із задачами (1),(2),(5),(6) розглянемо задачі 
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( ) ( ) ( )v t T u v tε′ = , 

it t≠ ,    ( )
i

i
t t

v g u vε
=

′Δ = , 

з початковими умовами 
( ) 00u x= ,  ( )0 0v = .                                                                       (10) 

Позначивши ( )x u vδ = − +  із (1), (2), (9), (10) враховуючи умо-

ви (1), (7), легко одержати оцінку 2 PLN mδ ε ε≤ − , тобто 

                                 2...x u v ε= + + .                                               (11) 
Використовуючи результати роботи [ ]2  про усереднення першо-

го з рівнянь системи (9), одержимо, що ( ) ( ) 2...z t u t ε= + . Для інших рі-

внянь системи (5) і (9), враховуючи (7), ( ) ( ) 2...t v tα ε= + .  
Теорему доведено. 
Розв’язок задачі (5), (6) можна знайти, побудувавши такий ітера-

ційний процес: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 0 0 0 0
0

, ,
t

n n n n nz t f z t k t z s ds tq z g zε+

⎡ ⎤
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∫ , 

( ) ( ) ( )1n n nt T z tα ε α+′ = ,                                                                   (12) 

it t≠ ,    ( )1
i

n i n n
t t

g zα ε α+
=

′Δ = , 0,1,...n = .  

Припустимо, що множина D MT−  не порожня, і постійні pL , 
1,...,5p =  задовольняють нерівність 
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( )1 1 2 3 4 5
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Тоді оператор ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0

, ,
t

f z k t z ds tq z g z
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  є оператором 

стискування. Вибравши за початкове наближення функцію 
( )0z t D MT∈ − , легко показати, що 

       ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1n n n nz t z t q z t z t+ −− ≤ − ,                                       (14) 

       ( ) ( )lim nn
z t z t

→∞
= , 

де ( )z t  – розв’язок першого рівняння системи (5), (6). 

Припустимо також, що оператор ( )T u  на множині ( ){ }nz t  задо-
вольняє умовам, які забезпечують відсутність особливих точок і 
розв’язків другого рівняння системи (5), (6): 

    ( ) ( ) 1T u T u β− ≤ < , ( ){ }, nu u z t∀ ∈ ,                                      (15) 
0,1,...n = , 

тоді 
     ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n n nt t t tα α β α α+ −− ≤ − ,                                       (16) 

       ( ) ( )lim nn
t tα α

→∞
= , 

де ( )tα  – розв’язок другого рівняння системи (5), (6). 
Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 і мають місце 

нерівності (13), (15); тоді для розв’язку ( )x t  задачі (1), (2) з точністю 

до величин порядку 2ε  має місце оцінка 
( ) ( ) ( )( ) ( ) 1

1 1 1
n p

n n p p p px t z t t q z zα β α α− +
− −

⎡ ⎤− + ≤ + − + −⎣ ⎦ , 

      1 p n≤ ≤ . 
На завершення зауважимо, що коли замість системи (5), (6) роз-

глядати систему 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 0
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, ,
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x t f z t k t x s ds tq x g xε
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∫ , 

( ) ( )t P tα ε α′ = ,                                                                               (17) 

it t≠ ,    
it t

Pα ε α
=

Δ = , ( ) 00z x= ,   ( )0 0α = , 

то одержимо узагальнення результатів роботи [ ]3 . 
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The method of middling by Crilov-Bogolubov-Mitropopolsky is applied 

to the systems of integral-differential equalizations with double impulsive ac-
tion. 
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