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Для наперед заданої множини векторів певної структури побудо-

вано цілу криву скінченого додатного порядку, для якої структура де-
фектних векторів відповідної  приєднаної цілої кривої співпадає з цією 
множиною. 

Ключові слова: ціла крива, спеціальний вектор, приєднана ціла 
крива, неванліннівський дефектний вектор, мероморфна функція. 
 

Дана стаття є продовженням [1], тому використовуватимемо по-
значення, які є в [1] та [2], а також основні результати теорії цілих кри-
вих. 

Основним результатом [1] є 
Теорема А. Нехай G

r
 – ціла р-вимірна крива скінченного порядку. 

Тоді ( )11 −≤≤ pl :  

1) ( ) { } U
rr ∞

−∞=
=∪

j
jlGD A0 , де jA  – підпростори з qC , де l

pCq = , при-

чому 0 dim 1j jq q≤ = ≤ −A ; 

2) для кожного j існує спеціальний вектор qC∈jb
r

, ортогональний 
до jA . 

Як відзначалося, нам не вдалося вияснити, чи підпростори jA  по-
винні задовольняти ще яким-небудь умовам. Метою цієї статті є показа-
ти, що умова 2) при 1jq q= −  є достатньою. 

Теорема 1. Нехай 
1

( )
k

j
j

k
=

= ≤ ∞UA A , де jA  – підпростори з qC , 

де l
pCq = , причому 1jq q= − , кожний з яких має ортогональний спеціа-

льний вектор. Тоді для довільного 0 ρ< < ∞  існує ціла крива : pG →
r

C C  

порядку ρ  така, що ( ) { }0lD G ∪ =
r r

A .  

Доведення цієї теореми проведемо, опираючись на доведення тео-

реми 1 в [3] і вважаючи, що 1
2

ρ < . Для зручності перенумеруємо jA  
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таким чином, щоб j
j

∞

=−∞

= UA A , { }0 0=
r

A . Спеціальні вектори  

( ) ( ) ( ) ( )

1 2, , ,
j j jj

lb b b b⎡ ⎤= ⎣ ⎦
r r r r

K , ортогональні до jA , беремо такими, щоб  

                               
( ) ( ) ( )

1 2 2
j j j j

lb b b −+ + + ≤
r r r

K .                               (1) 

Виберемо q  спеціальних лінійно незалежних між собою векторів 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 00

1 2, , , , 1, 2, ,
S S SS

lb b b b s q⎡ ⎤= ∈ =⎣ ⎦
r r r r

K KqC  (зокрема, можемо взяти 
( ) ( )01 1,0, ,0 , ,b =
r

K K ( ) ( )0 0, ,0,1Sb =
r

K ). 
Позначимо 

( ) ( ) ( )

( )
( ) 1

1 1
1 1 , 0;
1! 1 !

j j j l
j l lP z b b z b z j

l
−

−= + + + ≠
−

r r rr
K  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 1 3
0 1 1

1

S S S S
q

l l
l l

S
P z b b z b z z−

−
=

= + + +∑
r r rr

K . 

Візьмемо ( )
1

1

1
n

W z z n ρ
∞ −

=

⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∏ . 

Виберемо послідовність jθ  таку, що jπ θ π− < < , 0 10, ,j j jθ θ θ θ π+= > →  
при j →−∞ , jθ π→ −  при j →+∞ . 

Покажемо, що ціла крива ( ) ( ) ( )ji
j

j
G z P z W ze θ

∞
−

=−∞

= ∑
r r

 є шуканою. 

З результатів [3, гл.II, §5] випливає, що 
                                ( ) ( ) ( ){ },sW z o W z z= →∞ ,                           (2) 

виконується рівномірно по z  в куті { }: argz zπ δ π δ− + < < − . 

В  [4] показано, що ( ) ( ), ,
sin

T r G r o r rρ ρπ
πρ

≤ + →∞
r

. Тоді, відпо-

відно до нерівності ( ) ( ){ } ( ) ∞→+≤ rGrTolGrT l ,,1,
rr

 [1], одержуємо, що 

                        ( ) ( ), ,
sinl

lT r G r o r rρ ρπ
πρ

≤ + →∞
r

.                          (3) 

Зафіксуємо число m∈Z . Візьмемо ( )mηη = , 
( ) 40 11 ++ −<< mm θθη , і розглянемо цілу криву на множині 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1: 2 arg 2 ;m m m m m mV V z z Eη θ θ η ϕ θ θ η ϕ μ− += = + + < = < + − ∉ , 

де ( )E μ  – скінченне об’єднання інтервалів, таке, що 

                                             ( )mes E μ μ< ;                                        (4) 

[ ] [ ] ( ), 3 , 3 Eπ π μ π π μ μ− − + ∪ − ⊂ ; ( )j Eθ π μ+ ∈  при 0j ≤ ;  

( )j Eθ π μ− ∈  при 0j > . 

Згідно (2) на основі такого вибору ( )E μ  рівність 
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                         ( ) ( ) ( ){ } ,j ji isW ze o W ze zθ θ− −= →∞ ,                     (5) 

виконується рівномірно по z на множині [ ] ( ){ }: arg , \z z Eπ π μ∈ − . 

Щоб виконувалось 0mmesV > , візьмемо ( )1 1 4m mμ θ θ η+ −< − − . 
Зауважимо, що  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
, , ,m m m

li i i
m m mP z W ze P z W ze P z W zeθ θ θ −

− − −⎡ ⎤′ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

r r r
K  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ml il
m m mP z P z P z W ze θ− −⎡ ⎤′=

⎣ ⎦
r r r

K .                                         (6) 

Безпосередньою перевіркою можна переконатись, що при 0m ≠  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2, , , , , ,

mm ml m
m m m lP z P z P z b b b b− ⎡ ⎤⎡ ⎤′ = =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r r r rr r r
K K .           (7) 

Міркуючи як в [3, с.163-165], дістанемо 
( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )ln , , 0,

j

m

i

m mi

W re
A r o r r A j m

W re

ϕ θ

ρ ρ
ϕ θ

η η

−

−
≤ − + →∞ > ≠ , 

рівномірно відносно ϕ  та j  в mV . 
Тоді при цих же умовах, згідно (5), маємо: 

( ) ( )( ) ( )( ){ } ( ) ( ){ } ( )( )exp ,j j mi i is
mW re o W re A r o r W re rϕ θ ϕ θ ϕ θρ ρη− − −= ≤ − + →∞ . 

Тому одержимо ( iz re ϕ= ) 

( ) ( )( )( )
( ) ( ){ } ( )( )exp ,j m

si i
j m

j
j m

P z W ze A r o r W re rθ ϕ θρ ρη
∞

− −

=−∞
≠

≤ − + →∞∑
r

, (8) 

рівномірно відносно ϕ  та j  в mV . 
Оскільки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
, , ,j j j

li i i
l j j j

j j j
G z P z W ze P z W ze P z W zeθ θ θ

∞ ∞ ∞ −
− − −

=−∞ =−∞ =−∞

⎡ ⎤′
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

r r r r
K

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

1

1

, , ,

, , ,

m m m

j j j

li i i
m m m

li i i
j j j

j j j
j m

P z W ze P z W ze P z W ze

P z W ze P z W ze P z W ze

θ θ θ

θ θ θ

−
− − −

∞ ∞ ∞ −
− − −

=−∞ =−∞ =−∞
≠

⎡ ⎤′= +⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤

′⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑

r r r
K

r r r
K
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )

1 1

1

1 1

, , , ,

, , , ,

m m m

j j j

l si i i
m m m

s

s s li i i
j j j

j j j
j m

P z W ze P z W ze P z W ze

P z W ze P z W ze P z W ze

θ θ θ

θ θ θ

− −
− − −

=

∞ ∞ ∞+ −
− − −

=−∞ =−∞ =−∞
≠

⎡ ′+ ⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

∑

∑ ∑ ∑

r r r
K

r r r
K

т

то, з урахуванням (6) та (8), маємо ( iz re ϕ= ): 
( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( )

( ){ } ( )( )( ) ( )[{ ( ) ( )( )]
( ) ( ){ }( )} ( )( ) ,,exp

,...,,exp

,...,,
1

1

∞→+η−+

+′=η−+

+′=

θ−ϕρρ

ϕ−ϕϕθ−ϕρ

θ−ϕ−

rzeWrorAO

rePrePrePreWrAO

zeWzPzPzPzG

m

m

m

il
m

il
m

i
m

i
m

il
m

ill
mmml

rrr

rrrr

   ……(9) 

рівномірно відносно ϕ  в mV . 
У випадку 0m =  неважко переконатись, що для довільного 

{ }\ 0a∈
rr qC  виконується 

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0 0, , , , 0lQ z a P z P z P z a−⎡ ⎤′= ≡/⎣ ⎦

r r rr r
K , 

Звідки, оскільки ( )0 ,Q z ar  – многочлен, згідно рівності (8) випли-

ває, що ( ) 0lG z a ≡/
r r , тобто lG

r
 – невироджена крива в qC . 

Розглянемо тепер випадок 0m ≠ . Згідно вибору векторів ( )mb
r

 та на 
підставі (9) і (7) для довільного { }\ 0ma∈

rr A  маємо 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }( ){ }
( )( ) ( ) ( ){ }( )

exp

exp , ,

m

m

i mi l
l m

il
m

G re a W re b a O A r o r

W re O A r o r r

ϕ θϕ ρ ρ

ϕ θ ρ ρ

η

η

−

−

= + − + =

= ⋅ − + →∞

rr r r

 

рівномірно в mV . 
Тоді рівномірно в mV  виконується 

( )
( )

( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ }
exp

exp ,
exp

i
ml

mi m
l m

O A r o rG re a
A r o r

G re b O A r o r

ρ ρϕ
ρ ρ

ϕ ρ ρ

η
η

η

− +
= ≤ − +

+ − +

r r

r r

          ∞→r , 
звідки випливає, що  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1 1, , ln 1
2 2

m

i
l

l m mi
E l

G re
m r a G d O mes E A r o r

G re a

ϕ
ρ ρ

ϕ
ϕ η

π π
≥ + ≥ ⋅ ⋅ + ≥∫

r
rr

r r

( )( ) ( ) ( )1 1
1 2 2 , ,

2 m m mA r o r rρ ρθ θ η μ η
π + −≥ − − − + →∞                         (10) 

де { }: i
m mE re Vϕϕ= ∈ . 

Співставляючи (3) з (10), отримуємо, що ( )lGρ ρ=
r

 і ( ), 0la Gδ >
rr . 
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Тепер покажемо, що для довільного a∈/
r A  виконується 

( ), 0la Gδ =
rr . Очевидно, ( ) 0jb a ≠

r r  для всіх j . Тому для кожного j  рів-

номірно в jV  виконується 

     
( )
( )

( ) ( ) ( ){ }( )
( ) ( ) ( ){ }( )

( )
exp

1 ,
exp

ji
ml

i j
l m

b O A r o rG re
O r

G re a b a O A r o r

ρ ρϕ

ϕ ρ ρ

η

η

+ − +
= = →∞

+ − +

rr

r rr r .   (11) 

Для довільного 0μ >  існує 0n  таке, що 

                            ( ) ( )0 0
3n nπ θ θ π μ−− + + < .                                   (12) 

Виберемо ( ) ( )0 0s n s nη − ≤ ≤  такими, щоб виконувалось 

                                        ( )
0

0

6
n

s n

sη μ
=−

<∑ .                                         (13) 

Розглянемо множину 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1 12 , 2 1
n

s s s s
s n

E E s sμ θ θ η θ θ η+ +
=−

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∪ + − + + +⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭
U . 

Згідно вибору ( )E μ  та (12), (13), (4) маємо: 

              [ ]{ }
0

0

2 ; : , \
n

i
s

s n

mes E z re E Vϕμ ϕ π π
=−

< = ∈ − ⊂ U . 

Тому, враховуючи (11), робимо висновок, що 

( ) ( )
( )[ ]

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
0

0

, \

1 1, , ln ln 1
2 2

1 1ln ln 1
2 2i

s

i i
l l

l i i
E El l

i in
l l

i i
s n Ere V l l

G re G re
m r a G d d O

G re a G re a

G re G re
d d O

G re a G re aϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
π π

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ
π π

ϕ ϕ
π π

−

=− ∈

= + + ≤

≤ + + =

∫ ∫

∑ ∫ ∫

r r
rr

r rr r

r r

r rr r

 

      
( )
( )

( )1 ln 1 ,
2

i
l

i
E l

G re
d O r

G re a

ϕ

ϕ
ϕ

π
= + →∞∫

r

r r .                                   (14) 

З (3) та (10) видно, що ( ) ( ), lT r G O r ρ=
r

 і ( )( ), lr O T r Gρ =
r

, r →∞ , 

звідки, згідно леми в [4], випливає, що 

                      
( )
( )

( ) ( )1 ln 2 ,
2

i
l

li
E l

G re
d C T r G

G re a

ϕ

ϕ
ϕ μ

π
≤∫

r
r

r r , 

де ( )2 0C μ →  при 0μ → . Тому, враховуючи (14), робимо висновок, що 

( ) ( ), 2la G Cδ μ≤
rr . Спрямувавши 0μ → , одержуємо ( ), 0la Gδ =

rr . 
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Легко переконатись, що якщо ( ) ( )nL z G z=
rr

, то ( ) ( )L n Gρ ρ= ⋅
rr

 і 

( ) ( )l lL n Gρ ρ= ⋅
rr

. Враховуючи це та розглядаючи цілі криві 

( ) , 1, 2,n
lG z n =
r

K , можна отримати приклади цілих кривих з множи-

ною неванліннівських дефектних векторів, що співпадає з { }\ 0
r

A , і до-

вільним порядком 0 2nρ< < . 
Зауваження. Ми довели теорему 1 для випадку, коли A  можна 

подати у вигляді зліченного об’єднання підпросторів jA  з 

dim 1j q= −A . Для випадку 
1

( )
k

j
j

k
=

= < ∞UA A  можемо взяти { }0j =
r

A  

при { }\ 1, 2, ,j k∈ KZ  і для кожного такого j  розглянути многочлени 

( )jP z
r

 такого ж вигляду, як і многочлен ( )0P z
r

 в щойно наведеному до-
веденні теореми 1. 

Теорема 2. Нехай ( )sA  – не більше ніж зліченне об’єднання під-
просторів ( )s

jA  із ( )sq s
s pq C=C  розмірності не вище 1sq − , причому ко-

жний з підпросторів ( )s
jA  має ортогональний спеціальний вектор. Тоді 

для довільного 0 ρ< < ∞  існує р – мірна ціла крива  порядку ρ  така, що 
( ) ( ) { }0s

lD G⊂ ∪
r r

A  при всіх 1, 2, , 1s p= −K . 

Доведення. Можемо вважати, що ( ) ( ) ,s s
m

m

+∞

=−∞

= UA A  ( ) { }0 0s =
r

A  для всіх 

1, 2, , 1s p= −K . Нехай  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,1 ,2 , ,

1
, , , ; 2 ;

s
s s s s s s m

m m m m s m mb b b b b ν
ν

−

=

⎡ ⎤= ⊥ ≤⎣ ⎦ ∑
r r r r r

K A  

                       ( ) ( ) ( )

( )
( ) 1

, , 1 ,1
1 1
1! 1 !

j j j l
j m s m s mP z b b z b z

l
−

−= + + +
−

r r rr
K ,  

де ( )1 , , 1, 2, , 1j m p s m s p= − + ∈ = −KZ . 
Повторюючи міркування, наведені в доведенні теореми 1, неважко 

переконатись, що крива  

                              ( ) ( ) ( )ji
j

j
G z P z W ze θ

∞
−

=−∞

= ∑
r r

, 

де многочлен ( )0P z
r

 такий же, як і в теоремі 1, задовольняє потрібним 
умовам. 
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CONSTRUCTION OF THE ADDED WHOLE CURVE                                  
WITH BEFOREHAND BY THE SET GREAT NUMBER                                

OF IMPERFECT VECTORS 
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For the beforehand set great number of vectors of certain structure the 

whole curve of complete positive order, for which the structure of imperfect 
vectors of the proper added whole curve coincides with this great number, is 
built. 

Key words: whole curve, special vector, added whole curve, nevanlinna 
imperfect vector, meromorf function. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


