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Одержано розв’язок задачі Коші для параболічної псевдодиферен-

ціальної системи рівнянь з імпульсним впливом. Псевдо диференціальні 
оператори трактуються як гіперсингулярні інтегральні оператори. 
Зв’язок між ними здійснюється за допомогою зображення елементів 
матричного символу α  через сферичні функції. 

Ключові слова: система псевдодиференціальних рівнянь, імпульс-
на дія, нормальна фундаментальна матриця розв’язків задачі Коші, не-
однорідна задача, оцінка матричного осцилюючого інтеграла. 

 
Теорія псевдодиференціальних операторів та псевдодиференціа-

льних рівнянь, яка в сучасній формі була створена в середині шістдеся-
тих років, є предметом багатьох досліджень. їх число значно збільшило-
ся після того, як виявилося, що псевдодиференціальні оператори тісно 
пов’язані з важкими і важливими задачами аналізу та сучасної матема-
тичної фізики. 

Лінійні параболічні псевдодиференціальні рівняння з негладкими 
символами були визначені С.Д. Ейдельманом і Я.М. Дрінем на початку 
сімдесятих років у працях [1]-[2]. М.В. Федорюком [3] знайдена точна 
асимптотика фундаментального розв’язку задачі Коші при ∞→x , яка 
не є експоненціальною, як для диференціальних рівнянь, а степеневою. 
Важливу роль у подальшому розвитку даної теорії відіграла праця А.Н. 
Кочубея [4], в якій він вперше звернув увагу на те, що псевдодиферен-
ціальні оператори з негладкими символами можуть трактуватися як гі-
персингулярні інтегральні оператори. Це дало можливість при дослі-
дженні задачі Коші для таких рівнянь використати добре розвинену те-
орію гіперсингулярних інтегралів [5]. 

Найбільш повні та глибокі дослідження задач з імпульсною дією 
вивчені А.М. Самойленком та М.О. Перестюком. В їх монографії [7] до-
сліджуються основні питання теорії диференціальних рівнянь з імпуль-
сною дією. Наведена загальна характеристика систем таких рівнянь, 
вказано подібність та відмінність задач даної теорії, із задачами звичай-
них диференціальних рівнянь. Основну увагу в роботі приділяється до-
слідженню періодичних та майже періодичних розв’язків систем з імпу-
льсною дією, інтегральних множин рівнянь, що розглядаються, питання 
стійкості розв’язку, імпульсному керуванню процесами. 
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1. Постановка задачі. У шарі ( ) ( ]{ ∈∈≡ xTttПЕ ,,,xt, 0 }n  розгля-
дається задача Коші для параболічної псевдодиференціальної системи 
рівнянь з імпульсним впливом 

                        ( ) ( )( ) ( )xtfxtAu
t

xtu ,,,
=+

∂
∂ ,    jt τ≠ ,                         (1) 

                                    ( ) ( )xxtu
tt

ϕ=
= 0

, ,                                              (2) 

                            ( ) ( ) ( )xaxuBxtu jjjtt
j

+τ=
+τ=

,,
0

Δ .                            (3) 

Тут A  – матричний псевдодиференціальний оператор (ПДО) з си-
мволом ( )σa , який визначається формулою 

                  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) σσσπ= ∫ σ− dtVaextAu xin ,2, , , 

                                   ( ) ( ) ( )dyxtuetV yi ,, ,∫ σ−=σ , 

( )σa  – матриця розмірності m , f , jB , ja  – одноколонні матриці, при-
чому ja , ( )xtf ,  – неперервні по t  і абсолютно сумовні за аргументом 
x , jB  – сталі, 
              ( ) ( ) ( )xuxuxtu jjt ,,0, τ−+τ=Δ ,     ( ) ( )xtuxu

jtj ,lim,
0−τ→

=τ , 

Tt p <τ<<τ<τ<τ= ...2100 . 
Нехай виконується умови: 
1) елементи матриці ( )σa  є неперервними, а також однорідними 

по σ  порядку 1≥γ  функціями; 
2) система (1) параболічна в TП , тобто λ  – корені многочлена 
( )( )Ea λ−σdet , де E  одинична матриця, задовольняють нерівність 

                                            ( ) γσδ−≤σλRe , 

з деякою сталою 0>δ , ∈σ n ; 
3) елементи матриці ( )σa  мають [ ] 122 +γ+≥ nN , де [ ]γ  – ціла час-

тина числа γ , неперервних похідних по σ  при 0≠σ , для яких правиль-
ні оцінки 
                                          ( ) χ−γχ

σ σ≤σ NcaD , 

N≤χ . 
2. Гіперсингулярні інтеграли і псевдо диференціальні оператори 
Для подальших міркувань особливо важливим є запропоноване в 

працях [4, 6] тлумачення псевдо диференціальних операцій (ПДО) як 
гіперсигулярних інтегралів (ГСІ) [5]. У випадку системи псевдодифере-
нціальних рівнянь аналогічні результати отримані а [8]. Наведемо деякі 
з них. 

Вираз вигляду 
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                              ( ) ( )( ) ( )dhhxf
h
hxdxD nl

h
α+−−α ∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≡ ΔΩΩ ,1 ,                    (4) 

де (Cf ∈ n ) , (C∈Ω 1−× nn S )  – задані комплексно значні функції, 
∈f n , 1−nS  – одинична сфера в n , ∈<α< l0 , d  – деяка стала, що 

залежить від чисел n , l , α , яку виберемо пізніше, називається матрич-
ним ГСІ порядку α  з характеристикою Ω . 

Нехай ( ) ( )ξ
ξ = ,xiexf  – матриця-стовпчик, тоді  

        ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfxdhhee
h
hxdxfD nxilxi

ξ
α+−ξξ−

ξ
α ξ≡−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ ,~1, ,,1 ΩΩΩ , 

де  

                      ( ) ( )( ) ( )dhhe
h
hxdx nlxi α+−ξ− −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=ξ ∫ ,1 1,,~ ΩΩ  

називається символом матричного ГСІ α
ΩD . 

Якщо ( ) Ex ≡ξ,Ω , то сталу можна вибрати так, щоб ( ) αξ≡ξ Ex,~Ω . 
Покладемо в (4) 

            ( ) ( ) ξξ−= α+−ξ∫ ded nli 11 ,          ( )ξ≡ξ ,1 er , 

( )0,...,0,11 =er . 
Правильні такі твердження. 
10. Матричний ГСІ з сталою характерною E≡Ω  
                        ( )( ) ( )dyhxfEdfD nl

yE
α+−−α ∫= Δ1                               (6) 

не залежить від вибору α>l  і є означенням операції 
                                         [ ][ ]fFxEF xx ξ→

α−
→ξ
1 , 

(Sf ∈ n ) , (S n )  – простір основних функцій, ξ→xF  та 1−
→ξ xF  – відпо-

відно пряме та обернене перетворення Фур’є. 
20. Функція d  є аналітичною функцією аргументу 0>α  і обчис-

люється за формулою 
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для непарних α  і 
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у випадку парних α . Зауважимо, що 0=d  при 1,...,2,1 −=α l  [5]. 
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30. Матричний ГСІ (4) збігається абсолютно при α>l  (α  – неціле 
число) і за умови, що функція f  має обмежені ГСІ, як і в [5], є матрич-
ним диференціальним оператором α . Якщо α  – непарне, то при α>l  
інтеграл в (4) дорівнює нулеві для довільної функції f  [5]. 

40. Нехай задано матричний ГСІ, тоді запишемо його у вигляді ма-
тричного ПДО, припустимо, що (Sf ∈ n ) . Тоді 
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Розглянемо ПДО вигляду 
                          ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,~2, , ξξξπ= ∫ ξ− dtuaextAu xin                         (8) 

Зв’язок між ПДО та ГСІ здійснюється за допомогою зображення 
елементів матричного символу α  через сферичні функції [4, 5]. 

3. Основний результат. В образах Фур’є задачі (1)-(3) відповідає 
задача з імпульсною дією і параметром ∈σ n

                    ( ) ( ) ( ) ( )σ=σσ+
σ ,~,, tftVa

dt
tdV ,     ( )jt τ≠                       (9) 

                                       ( ) ( )σϕ=σ
=

~,
0tt

tV ,                                        (10) 

                           ( ) ( ) ( )σ+στ=σ
+τ= jjjtt aVBtV

j

~,,
0

Δ .                         (11) 

Для неоднорідної задачі (9)-(11) розглянемо відповідну однорідну 
задачу 

                          ( ) ( ) ( ) 0,,
=σσ+

σ tVa
dt
tdV ,     ( )jt τ≠                       (12) 

                                       ( ) ( )σϕ=σ
=

~,
0tt

tV ,                                        (13) 

                           ( ) ( )στ=σ
+τ=

,,
0 jjtt VBtV

j
Δ .                                     (14) 

Нехай ( )στ− ,tQ  – нормальна фундаментальна матриця розв’язків 
задачі Коші 

                             ( ) 0=σ+ Qa
dt
dQ ,      EQ

t
=

τ=
. 

Матриця ( )στ− ,tQ  має вигляд 
                                      ( ) ( )( )τ−σ−=στ− taetQ , .                                   (15) 
Тоді матрицант ( )σ,, 0ttM  задачі (12)-(14) визначається формулою [7] 

                 ( ) ( ) ( ) ( )στ−τ+στ−=σ −
=
∏ ,,,, 1

1

0 pp
jp

p QBEtQttM .            (16) 

де 1+τ≤<τ jj t , причому M  не вироджена матриця, якщо такі pBE + . 
Розв’язок задачі (12)-(14) визначається за формулою 
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                                   ( ) ( ) ( )σϕσ=σ ~,,, 0ttMtV .                                  (17) 
Для розв’язку неоднорідної задачі (9)-(11) отримуємо зображення 

                   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).,~,,

,~,,~,,,

0

0

0

0

ttatM

dftMttMtV

tt
jj

t

t

j

>σστ+

+τστστ+σϕσ=σ

∑

∫

<τ<

                      (18) 

Застосувавши до обох частин формули (18) обернене перетворен-
ня Фур’є і скориставшись теоремою про перетворення Фур’є згортки, 
отримаємо зображення розв’язку задачі (1)-(3) 

     
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∑ ∫

∫∫∫

<τ<

ξξξ−τ+

+ξξτξ−ττ+ξξϕξ−=

tt
jj

t

t

j

daxtG

dfxtGddxttGxtu

0

0

.,,

,,,,,, 0

      (19) 

Тут ( )xtG ,,τ  – функція Гріна задачі (1)-(3), яка визначається як 
обернене перетворення Фур’є матрицанта 

                    ( )
( )

( ) ( ) σστ
π

=τ ∫ σ dtMextG xi
n ,,

2
1,, , , 

                    ( ) ( )xtGBxttG jjtt
j

,,,, 00 τ=
τ=

Δ , 

де Ttt j <<τ<<τ< ...10 , ∈x n . 
Для подальших міркувань, важливу роль відіграє точна оцінка ма-

тричного осцилюючого інтеграла вигляду 
                               ( ) ( ) ( ) ( ) σσ= ∫ σ−σ dePzФ azi , , 

де ( )σP  – матриця, елементи якої є однорідними многочленами степеня 
∈v . 

Лема. Якщо [ ]γ++≥ vnN 2  та виконуються умови 1)–3), то існує 
стала 0>c  така, що 

                               ( ) ( ) vnzczФ −γ−−+≤ 1 . 
Доведення леми приведене в праці [8]. На її основі для функції 

( )xtG ,,τ  та її похідних правильними є оцінки 

                     ( ) ( ) ( )( )∏
=

χ−γ−−χ +τ−+τ−≤τ γ

p

j

n

jx xtBEtcxtGD
1

1

,, , 

                           ( ) ( )( )∏
=

γ−−
+τ−+≤τ γ

p

j

n

jt xtBEcxtGD
1

1

,, , 

[ ]γ−−≤χ nN 2 . 
Теорема. Нехай виконуються умови 1)-3), рівняння (1) є параболі-

чним; 2) вирази ( ) 0det ≠+ jBE , pj ,1= ; тоді розв’язок задачі (1)-(3) для 
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будь-яких функцій (C∈ϕ n ) , ( )ТПCf α∈  визначається формулою (19) 
та для його похідної правильна оцінка 

                         ( ) ( )
α

+ϕ≤ fcxtuD
Ct 0t-t, . 

Доведення теореми проводиться розповсюдженням міркувань із 
праці [9]. 
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The decision of task Cauchy is got for the parabolic pseudo differential 

system of equalizations with the impulsive influencing. Pseudo differential 
operators are interpreted as gipersingular integral operators. Communica-
tion between them is carried out by the image of elements of matrix character 
through spherical functions. 

Key words: system of pseudo differential equalizations, impulsive ac-
tion, normal fundamental matrix of decisions of task Cauchy, heterogeneous 
task, estimation of matrix octillion integral. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


