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У просторах класичних функцій зі степеневою вагою доведено іс-

нування та єдиність розв’язку першої параболічної крайової задачі з 
інтегральною умовою за часовою змінною для лінійного диференціаль-
ного рівняння із степеневими особливостями на координатних площи-
нах. Одержаний результат використано для дослідження задач опти-
мального керування. 

Ключові слова: нелокальна крайова задача, послідовні наближен-
ня, резольвента, оптимальне керування, лінійне параболічне рівняння з 
виродженням. 
 

Вивчення крайових задач для лінійних рівнянь із частинними по-
хідними та задач керування систем, що описуються крайовими задачами 
з нелокальними умовами для лінійних рівнянь із частинними похідними 
проводилося багатьма авторами. Зокрема, дослідженню таких задач 
присвячені праці [1-11] . 

Нелокальним крайовим задачам присвячено праці [12-17]. Необ-
хідність вивчення крайових задач для диференціальних рівнянь з нело-
кальними умовами стимулювалася різними обставинами, зокрема 
розв’язання зворотних задач для рівнянь теплопровідності [16], задач із 
теорії фізики плазми [17]. 

У цій статті розглядається параболічна крайова задача з інтеграль-
ною умовою за часовою змінною для лінійного диференціального рів-
няння із степеневими особливостями на координатних площинах 0=ix , 
і ∈{ }n,...,2,1 , довільного порядку. Одержаний результат використано 
для дослідження задач оптимального керування із внутрішнім і фіналь-
ним керуваннями. Критерій якості задається сумою інтегралів. 
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Постановка задачі та основні обмеження. Нехай ( )nxx ,...,1  коорди-
нати точки x  простору n , { ∈≡ xxj ,Ω }0, =j

n x , D  обмежена область 

з множини { ∈x { }}njx j
n ,...,1,0 ∈≥  з межею D∂  така, що 

{ }njD j ,...,1,0 ∈≠Ω∂ I , 0t , T  – довільно фіксовані додатні числа, 
Tt <0 . Розглянемо в області )[ DTQ ×= ,0  задачу знаходження функцій 

( )qpu ,, , на яких функціонал 

                    
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )dxxqxqxTpxTuxF

dxxtpxqxtpxtuxtFdtqpI

D

D
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,,,;,;

,,,,;,;,,

2

1
0

∫

∫∫
+

+=
              (1) 

досягає мінімуму в класі обмежених функцій ( ) ( ){ ∈=∈ pqpVVqp ,,,,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}1,0,,;,, 21

2
21 ∈α≤≤∈≤≤ α+α xqxqxqDCqxtppxtpQC , із 

яких ( ) ( )( )xqxtpxtu ,,;,  задовольняє при ( ) ( )
( )0

0 \, QQQxt =∈ ,  

( ) ( ){ }DxttQxtQ ∈=∈= ,,, 00  рівняння 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtpxtfuxtAxtAxtAxtLu
n

ij

n

i
xixxijt iji

,;,,,,,
1 1

0 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∂−∂∂−∂≡ ∑ ∑
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, (2) 

нелокальну умову за часовою змінною 

            ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )xqxdxqxpxuxbxqxpxu
T

;,,;,,,,0;,0
0

ϕ=ττττ+ ∫         (3) 

і на бічній межі [ ) DГ ∂×= T0,  крайову умову 
                                 ( ) ( )( ) ( )[ ] 0,,,;,lim =ψ−

∂∈→
xttqxtpxtu

Dzx
.                          (4) 

Нехай ( )1a , ( )2a  – довільні фіксовані дійсні числа. Позначимо через 
( )( ) ( )1

0
1

1 , atttas −= при 10 ≤− tt , [ ]Tt ,0∈ ; ( )( ) 1,1
1 =tas  при 10 ≥− tt ; 

( )( ) ( )2

,2
2

a
ii xxas =  при 10 ≤≤ ix ; ( )( ) 1,2

2 =ixas  при 1≥ix ;  
( )( ) ( )( ) ( )( ){ }nxasxasxap ,,...,,min, 2

21
2

2
2 = ; ( ) ( )( ) ( )( )xatasPas ,,; 21

1 ρ= ,  
( ) ( )( )21 ,aaa = . Нехай ( ) ( ) ( )( )111

1 ,...,,..., ni xxx  – координати точки ( )1x  області 
DDD ∂≡ U , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11

1
11

1
1

1 ,...,,,,..., niii xxxxx +−  – координати точки ( )2x  області 
D , ( )xtP , , ( ) ( )( )11

1 , xtP , ( ) ( )( )22
2 , xtP , ( ) ( )( )21 , xtHi  довільні точки із 

[ ) DTQ ×= ,0 , ( )1
iβ , ( )2

iβ  – довільні фіксовані дійсні числа, ( )1γ , ( )2γ , l  – 
додатні фіксовані дійсні числа. 

Визначимо функціональні простори, в яких буде вивчатися задача 
(1)-(4). 

( )QaCl ;,,βγ  – множина функцій u : ( ) Qxt ∈, , які мають непере-
рвні частинні похідні в області ( )0Q  вигляду uk

x
j
t ∂∂ , [ ]lkj ≤+2 , для 
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яких скінченна норма [ ] lll
QauQauQau >βγ<+βγ=βγ ;;,;;;,;;;,; , де, 

наприклад, 
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Тут позначено ( ) ( )( ) ( )( ){ }2
1

1
22 ,,,min~, iii xasxasxas = , 

( ) ( ) ( ){ }ivv HasPasPas ,,,min~, = , { }2,1∈v . 
Щодо задачі (1)–(4) вважаємо виконаними умови: 

1. Для довільного вектора ( )nξξξ=ξ ,...,, 21  виконується нерівність  

           ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2
2

2
2

1

2
2

11
1

2
1 ;;; ξπ≤ξξβββ+β≤ξπ ∑

=
jiijjj

n

ij
iiji PAxsxsts ,         (5) 

1π , 2π  – фіксовані додатні сталі і ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ∈βββ+β ijjjiiji Axsxsts ;;; 2
2

2
2

11
1  

( )QC ;0;,βγα , ( )( ) ( )( ) ( )QCAxsts iiii ;0;,;; 2
2

1
1 βγ∈μμ α , ( )( ) ( )( ) ∈μμρ 0

1
01

2
0 ;; Atsx  

( )QC ;0;,βγα , ( ) 0≥μ v
i , { }2,1∈v , { }ni ,...,1,0∈  і виконуються нерівності  

( ) 1, 0
0

<λ≤ττ∫ λτ− dexb
T

, ( ) 0,0 <λ+xtA  для ( ) Qxt ∈, . 

2. Функції ( )QCpv
α∈ , ( )DCqv

α+∈ 2 , { }2,1∈v , ( )DCb α+∈ 2 , 

( )QCf ;;, 0μβγ∈ α , ( )DC ;0;~,~2 βγ∈ϕ α+ , ( )( )2,0~ γ=γ , ( ) ( )QCxt ;0;,, 2 βγ∈ψ α+ , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
β−μβ+=γ

2
,max,1maxmax 0

v
v

i
v

ii

v
ii

v , межа α+∈∂ 2CD , ( )+ψ x,0  

( ) ( ) ( )( )xqxdxxb
T

,,,
0

ϕ=ττψτ∫  для Dx ∂∈ , ( )1,0∈α , ( ) ( )( )21 , γγ=γ , 

( ) ( )( )21 , iii μμ=μ , ( ) ( )( )2
0

1
00 ,μμ=μ . 

3. Функції ( ) ( )( ) ( )( )xtpxqxtpxtuxtF ,,,,;,;,1 , 
( ) ( )( ) ( )( )xqxqxTpxTuxF ,,,;,;2  як складені функції змінних ( )xt,  та x  на-

лежать відповідно до просторів ( )QCα , ( )DCα . Крім того, функції 
( )( )xtpxtf ,;, , ( ) ( )( ) ( )( )xtpxqxtpxtuxtF ,,,,;,;,1 , ( )( )xqx,ϕ , 

( ) ( )( ) ( )( )xqxqxTpxTuxF ,,,;,;2  мають гельдерові похідні другого порядку за 
аргументами ( )qpu ,, , неперервні як складені функції змінних ( )xt,  та x . 
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Правильна така теорема. 
Теорема 1. Нехай виконані умови 1, 2. тоді для довільних ( ) Vqp ∈,  

існує єдиний розв’язок задачі (2)-(4) із простору ( )QC ;0;,2 βγα+  і справ-
джується оцінка 
      ( )

α+αα+α+
βγψ+μβγ+βγϕ≤βγ

2022
,0;,;;;,;;0;,;;0;,; QQfDcQu .  (6) 

Для дослідження задачі (2)-(4) встановимо спочатку коректну 
розв’язність послідовності допоміжних крайових задач з гладкими кое-
фіцієнтами, граничним значенням послідовності розв’язків яких буде 
розв’язок задачі (2)-(4). 

Оцінка розв’язків крайових задач з гладкими коефіцієнтами 
Нехай ( ) ( ) ( ){ } ( )21

1
22

1
11 ,,,1,,1, mmmmxsmtsQxtQQ im =≥≥∈= −−I , 

11 ≥m , 12 ≥m  – послідовність областей, яка при ∞→1m , ∞→2m  збіга-
ється до ( )0Q . Розглянемо в області Q  задачу знаходження розв’язків 
рівняння 

      

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ),,,

,,,,,
1 1

01

xpxtf

xtuxtaxtaxtaxtuL

m

m

n

ij

n

ij
xixxijtm iji

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∂−∂∂−∂= ∑ ∑

= =

    (7) 

які задовольняють нелокальну умову 

                                ( ) ( ) ( ) ( )( )xqxdxuxbxu
T

mm ,,,,0
0

ϕ=τττ+ ∫                         (8) 

і крайову умову 
                                       ( ) ( )[ ] 0,,lim =ψ−

∂∈→
xtxtu mmDzx

.                                  (9) 

Тут коефіцієнти ija , ia , 0a  і функції mf , mϕ , mψ  при ( ) mQxt ∈,  
співпадають з ijA , iA , 0A  і f , ϕ , ψ  відповідно, а при ( ) mQQxt \, ∈  є 
продовженням зі збереженням норми і гладкості [18, ст.82]. 

Встановимо оцінку розв’язків допоміжних крайових задач. роз-
глянемо крайову задачу 

                                     ( )( )( ) t
mm efxtvL λ=λ− ,1 ,                                (10) 

                 ( ) mm xv ϕ=,0 ,      ( ) ( )[ ] 0,,lim =ψ− λ

∂∈→

t
mmDzx

extxtv ,            (11)  

де λ  задовольняє умову 1. 
Знайдемо оцінку похідних розв’язку ( )xtvm , . Введемо в просторі 
( )QC α+2  норму 

α+
βγ

2
;;,; Qavm , еквівалентну при кожному фіксованому 

( )21, mm  гельдеровій нормі, яка визначається так само, як і 

α+
βγ

2
;;,; Qau , тільки замість функції ( )( )tas ,1

1 , ( )( )ixas ,2
2 , ( )( )xap ,2  бе-

ремо відповідно ( )( )tad ,1
1 , ( )( )ixad ,2

2 , ( )( )xad ,2
3 , де ( )( )=tad ,1

1  
( )( ) ( )( )1

1
1

1 ,,max amtas −  при ( ) 01 ≥a  і ( )( ) ( )( ) ( )( )1

1
1

1
1

1 ,,min, amtastad −=  при 
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( ) 01 <a ; ( )( ) ( )( ) ( )( )2

2
2

2
2

2 ,,max, a
ii mxasxad −=  при ( ) 02 ≥a  і ( )( )=ixad ,2

2  
( )( ) ( )( )2

2
2

2 ,,min a
i mxas −  при ( ) 02 <a ; ( )( ) ( )( ) ( )( )2

2
22

3 ,,min, amxaxad −ρ=  при ( ) 02 <a  

і ( )( ) ( )( ) ( )( )2

2
22

3 ,,max, amxaxad −ρ=  при ( ) 02 ≥a ; ( ) ( )( ) ( )( )xdtdPd ;;; 2
3

1
1 γγ=γ . 

Правильна теорема. 
Теорема 2. Нехай mv  – класичний розв’язок задачі (10), (11) в обла-

сті Q  і виконані умови 1, 2. Тоді для mv  правильна нерівність 

            ( ){ }
00

1
00

;;;,;max QeQaefDv t
m

t
mmm

λ−λ ψ−λ−ϕ≤ .         (12) 

Доводиться ця теорема за схемою доведення теореми 2.1 із [19, 
ст.22], тобто береться функція ( )xtvm ,  і аналізуються всі можливі роз-
міщення її додатного максимуму і від’ємного мінімуму. 

Позначимо через ( )ξτ,,, xtZm  функцію Гріна першої крайової за-
дачі [19, ст.469] 

   ( )( )( ) 0,1 =λ− xtvL m ,      ( ) 1,0 =xvm ,      ( ) 0,lim =
∂∈→

xtvmDzx
,           (13) 

Правильна така теорема. 
Теорема 3. Якщо виконані умови 1, 2, то існує єдиний розв’язок 

задачі (7)-(9) в просторі ( )QC α+2  для якого правильна оцінка 
               ( )

000
;;;,; QeQefDcu t

m
t

mmm
λλ ψϕ≤ .                             (14) 

Доведення. Зробимо в задачі (7)-(9) заміну 
                                    ( ) ( ) t

mm extvxtu λ−= ,, , 
де λ  задовольняє умову 2. Одержимо задачу знаходження розв’язків 
рівняння (10), які задовольняють нелокальну умову 

                                ( ) ( ) ( ) ( )xdxvexbxv m

T

mm ϕ=τττ+ ∫ λτ−

0

,,,0                        (15) 

і крайову умову 
                             ( ) ( )[ ] 0,,lim =ψ− λ

∂∈→

t
mmDzx

extxtv .                             (16) 

Розв’язок задачі (10), (15), (16) шукаємо у вигляді 
                     ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξ+ω= ∫ dvxtZxtxtv m

D
mmm ,0,0,,,, ,                  (17) 

де ( )xtm ,ω  – розв’язок задачі (10), (11). Задовольняючи нелокальну умо-
ву (15), маємо 

                      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).,,

,0,0,,,,0

0

0

xFdexxb

dvxZdexbxv

T

m

m
D

m

T

m

≡ττωτ−=

=ξξξτττ=

∫

∫∫

λτ−

λτ−

                 (18) 

Розв’язок інтегрального рівняння (18) шукаємо методом послідов-
них наближень. Рекурентні співвідношення для послідовних наближень 
мають вигляд 
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               ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xFdvxZdexbxv k
m

D
m

T
k

m =ξξξτττ+ −λτ− ∫∫ ,0,0,,,,0 1

0

,  

                                ( )( ) ( )xFxvm =,00 ,       { },...2,1∈k . 

Оскільки ( ) 0,0,, ≥ξτ xZm  і ( ) 1,0,, ≤ξξ∫ dxtZ
D

m , то  

                             ( ) ( ) 1,0,,, 0
0

<λ≤ξτττ ∫∫ λτ− xZdexb
D

m

T

. 

Оцінюючи різниці між послідовними наближеннями, одержимо 
                     ( )( ) ( )( )

00
1 ;,0,0 DFxvxv kk

m
k

m λ≤− − . 
Отже, розв’язок інтегрального рівняння зображується функціона-

льним рядом 

              ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )∑
∞

=

−−+=
1

1 ,0,0,0
k

k
m

k
mm xvxvxFxv  

і для нього правильна оцінка 

                         ( )
0

0

0 ;
1

,0 QFxvm λ−
λ

≤ .                                           (19) 

Враховуючи властивості функції Гріна ( )ξ,0,, xtZm , умови 1, 2 і рі-
вність (18), при кожному фіксованому ( )21, mm , одержуємо 

( ) ( )DCxvm
α+∈ 2,0 . Враховуючи зображення (17), маємо ( ) ( )QCxtvm

α+∈ 2, . 
Запишемо розв’язок інтегрального рівняння (17) у вигляді 
                          ( ) ( ) ( ) ( )dyyFyxGxFxv

D
mm ,,0 ∫+= ,                          (20) 

де ( )yxGm ,  – резольвента, яка задовольняє інтегральне рівняння 

                  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,,,0,,

,,0,,,,
0 0

dyyGyxZ

dexbdxZexbxG

m
D

m

T T

mm

ξτ×

×ττ+τξττ=ξ

∫

∫ ∫ λτ−λτ−

              (21) 

звідки випливає оцінка 

                                         ( )
0

0

1
,

λ−
λ

≤ξξ∫ dxG
D

m .         

Встановимо формулу для зображення розв’язку задачі (10), (15), (16). 
Теорема 4. Нехай виконані умови теореми 3 і ( ) 0, ≡ψ xt . Тоді існує 

функція Гріна однорідної задачі (10), (15), (16) ( )mmm EГZ ,, , і правильна 
формула 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .,0,,,

,,,,,,,,,,t
00

ξξϕξ+

+ξξτξττ+ξξτξττ=

∫

∫∫∫∫ λτλτ

dxtTE

defxtTГddefxtZdxv

m
D

m

m
D

m

T

m
D

m

t

m

 (21) 
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Доведення. Підставляючи в рівність (20) замість ( )xF  значення 

                           

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,,,,,

,0,,,

0

0

τ⎥
⎦

⎤
ββτβ+

⎢
⎣

⎡
+ξξϕξττ=

λτ
τ

λτ−

∫∫

∫ ∫

ddyeyfyxZd

dxZexbxF

m
D

m

T

m
D

m

                     

і змінюючи порядок інтегрування, отримуємо 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dyyyxTФdyeyfyxTФdxv
D

mmm
D

m

T

m ∫∫∫ ϕ+βββ= λβ ,0,,,,,,,0
0

,   (22) 

де 

                       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,0,,,,

y,0,,,,,,T

ξξτξττ−

−τττ−=β

∫∫

∫

β

λτ−

β

λτ−

dyZxGdexb

dxZexbyxФ

m
D

m

T

T

mm

 

Підставляючи (22) у інтеграл з рівності (17) і помінявши порядок 
інтегрування, одержимо зображення (21), де 

              ( ) ( ) ( ) ξτξξ=τ ∫ dyTФxtZyxtTГ
D

mm ,,,,0,,,,,, m ,                

              ( ) ( ) ( )yxtTГyxtZyxtTE mmm ,0,,,,0,,,0,,, += . 
В задачі (7)-(9) зробимо заміну ( ) ( ) ( )xtextvxtu m

t
mm ,,, ψ+= λ− , де λ  

задовольняє умову 2. Одержимо задачу знаходження розв’язків рівнян-
ня 

           ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )xtFxtLextfxtvL mm
t

mm ,,,, 11 ≡ψ+=λ− λ ,             (23) 
які задовольняють нелокальну умову 

                     
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).,0,,

,,,0

0

0

xФxdxxb

xdxvexbxv

mm

T

m

m

T

mm

≡ψ−ττψτ−

−ϕ=τττ+

∫

∫ λτ−

                     (24) 

і крайову умову 
                                             ( ) 0,lim =

∂∈→
xtvmDzx

.                                           (25) 

Правильна така теорема. 
Теорема 5. Нехай виконані умови 1, 2. Тоді для розв’язку задачі 

(23)-(25) правильна оцінка 
       ( )

0202
;;0;~,~;;;,;;0;,; QvDФQFcQv mmmm +βγ+μβγ≤βγ

α+αα+
.     (26) 

Доведення. Використовуючи означення норми та інтерполяційні 
нерівності із [14] маємо 

       ( ) ( )
022

;;0;,;1;0;,; QvcQvQv mmm ε+>βγ<ε+≤βγ α+
α

α+
, 
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де ( )1,0∈ε , ε  – довільне дійсне число. Тому досить оцінити пів норму 

α+>βγ< 2;0;,; Qvm . Із визначення норми випливає існування в Q  точок 

1P , iH , 2P , для яких правильна одна з нерівностей: 
                                 mm EQv ≤βγμ

α+2
;0;,; ,   { }4,3,2,1∈k ,                        (27) 

                 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( );~;~;~;

~;2;

2
2

2
2

2

1,,
111

21
1

illji

n

lji
imxxmxxii

xdxdxd

PdHvPvtxxE
lili

α−β−β−×

×γα+∂∂−∂∂−= ∑
=  

                 
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( );~;~;

~;2

2
2

2
2

1,,
212

2
212

lljj

n

lji
mxximxx

xdxd

PdPvHvttE
lilj

β−β−×

×γα+∂∂−∂∂−= ∑
=

α
−

 

                 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ;;~;2
1

12
21

3 ∑
=

α−
∂−∂α−γα+−=

n

i
mtimtiii PvHvxdPdxxE  

                 ( ) ( ) ( )( );~;2
1

22
2

214 ∑
=

α
− γα+∂−∂−=

n

i
mtimt PdPvHvttE  

                 ( ) ( ) ( ){ } { }2,1,,,,min~,,1,
2

1 0 ∈≡⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ+

∈μ vHadPadPad ivv . 

Розглянемо випадки ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2
2

2
121

4
~;~; TrxdPdnxx jjvjj ≡β−γ≤− − , або 

( ) ( ) ( ) 1

2
21

16
~;2 TrPdtt v ≡γ≤− , r  – довільна стала, ( )1,0∈r . Вважаємо, що 

1
~ PPv = . Запишемо задачу (23)-(25) у вигляді 

   
( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( ),,,

,

0
1

1
1

1
12

mmm

n

i
mxi

m

n

ij
xxijijm

n

ij
xxijtm

vxtFPFvPavPa

vPaPavPaxtvL

i

jiji

≡+λ−+∂+

+∂∂−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂−∂=

∑

∑∑

=

==        (28) 

                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgdexvxbxФxv m

T

mm =τττ−= λτ−∫ ,,,0
0

m .                   (29) 

                                                0=
Гmv .                                                      (30) 

Нехай δV  – куб з центром в точці 1P , ( ){ ,0,,V 1
2

1 TttQxt δ≤−≤∈=δ  
( ) { }}njTxx jj ,...,1,2
1 ∈δ≤− . Зробимо в задачі (28)-(30) заміну 

( ) ( )ztxvm ,,t mω= , ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) iiiii xtdxdz 11
1

12
2 ;; ββ= , 

                    
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ] ( ),,,;;

;,

12
2

12
2

1

11
113

mmzzjjii

n

ij
jiijtm

ZtFxdxd

tdPaztL

ji
ω≡ω∂∂ββ×

⎢
⎣

⎡
×β+β−∂=ω ∑

=  

                               ( ) ( )Zgz mm =ω ,0 ,    0=ω
Гm , 
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де ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )nnnnjin xxdtdxxdtdzzZ 12
2

11
11

1
1

2
2

11
11 ;;,...,;;,..., ββββ== . 

Позначимо через ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) iijii xxdtdz 12
2

11
1

1 ;; ββ= , ( ) ( ){ ≤−τ=δ 1
1 ;,H ttt  

( ) ( ) { }}niTPdnzzT r
ii ,...,2,1,;, 2411

11
1

2 ∈γδ≤−δ≤ −  і візьмемо тричі диференці-

йовану функцію ( )zt,η , яка задовольняє умови 

                ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

γ+−≤η∂∂∉
≤η≤∈

=τη
.;2,,,0

;1,0,,,1
,

1
1
43

1
41

PlkdcHzt
ztHzt

y
kl

l
z

k
t

       

Тоді функція ( ) ( ) ( )ztztztWm ,,, ηω=  буде розв’язком задачі 

   
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ),,,,,,

;;;,
1

12
2

12
2

11
113

mmzzmzmzzmz

n

ij
jjiijiijtmm

ztFztZtF

xdxdtdPaztWL

jiijji
ω≡ηω+η∂∂ω+η∂ω∂+η∂ω∂×

×βββ+β−η∂ω= ∑
=    (31) 

                 ( ) ( ) ( ) ( )( )ztgzZgzW mmm ,,0,0 1≡η= ,    ( ) 0, =
Гm ztW . 

На підставі теореми 5.2 із [19, с.364] для розв’язку задачі (31) і до-
вільних точок 1M  та ( )1

412 HM ∈  правильна нерівність 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ω∂∂−ω∂∂

α+α
α−

1
43

21
43

1
12121, HCmHCm

j
z

k
tm

j
z

k
t gFcMMMMd ,   (32) 

( )21, MMd  – параболічна відстань між точками 1M  і 2M . 
Враховуючи властивості функції ( )zt,η , знаходимо 

                      
( )( ) ( )( ) ( )(

( ) ( ) )
( )

( ) ( )( ) .;0;0,;;2

,;;0;0,;

;2;0,;;2

2431
1

0

1
432

1
43

1
4311

43
2

1
43

α+

α

γγα+−≤

ω+γω+

+γγγα+−≤

α+

α

HgPcdg

HH

HFPcdF

mHCm

mm

HC

                (33) 

Підставляючи (33) в (32) і повертаючись до змінних ( )xt, , одер-
жимо 

( )
α+α

βγ++βγ+γβγ≤
2434324343 ;0;,;;;0;,;;2;,; VgVvVvVFcE mmmmk . (34) 

Знайдемо оцінки норм виразів F  і mg . Враховуючи інтерполяцій-
ні нерівності, досить оцінити пів норму кожного доданка. Наприклад, 

{ }
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ]}
{ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).;,0;,;

~;~;~;

~;2sup

~;~;~;2

~;2sup,2;,;

0431431
21

22

1
2

1
122

1

11
202

,,
020

2122
2

1

1
1020

1
1

21

,,
430

2

4321

2

4321

VvVvcBvAv

ddAdBvAv

AaAdBaAa

ddAdBaAa

AdvVva

mmlmmll

ll

n

l
imm

n

j VABA
l

llll

n

l
j

n

j
m

VABA
m

j

j

+βγ≤⎥⎦
⎤−ξ−ξ×

×ξβ−γαταγ+αγ−×

×⎢⎣
⎡ τ−τγ+−×

×ξ−ξξβ−γαταγγ+−×

×γα+
⎩
⎨
⎧

⎢⎣
⎡ τ−τ≤>γβγ<

α−

=

=

−

⊂

α−

=

=

−

⊂
α

∑

∑

∑

∑

α

α

 



Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2011. – № 1(13) 18 

Аналогічно одержуються оцінки інших доданків функцій F  і mg . 
Отже, для F  і mg  отримаємо оцінки 

    

( )
( )

( ) ,;

;0;,;;0;~,~;;0;,;

,;0;,;;;;,;;2;,;

043

2432243

24310043

Vvc

VvDФcVg

VvQvQFcVF

m

mmm

mmm

ε+

+βγε+λ+βγ≤βγ

βγε++μβγ≤γβγ

α+

α

α+α+

α+αα

    (35) 

де nrrn +ε+=ε α22
1 . 
Підставляючи (35) в (34), одержимо 

                    
( )

( ) .;0;,;

;;0;~,~;;;,;

210

020

α+
α

α+α

βγε+ε+λ+

++βγ+μβγ≤

Qv

QvDФQFcE

m

mmmk
          (36) 

Якщо ( ) ( )
2

21 Txx ii ≥− , то використовуючи інтерполяційні нерівності 

для { }3,1∈k , маємо 
                         ( )

02
;;0;,; QvcQvE mmk ε+βγε≤

α+
α .                       (37) 

Якщо ( ) ( )
1

21 Ttt ≥− , то використовуючи інтерполяційні нерівності 

для { }4,2∈k , маємо 
                          ( )

02
;;0;,; QvcQvE mmk ε+βγε≤

α+
α .                      (38) 

Скориставшись нерівностями (27), (36)-(38) і вибравши r  та ε  до-
сить малими, одержуємо нерівність (26). 

Доведення теореми 1. Враховуючи нерівності (14) і (26) маємо 
нерівність 
  ( )

α+α+αα+
βγψ+βγϕ+μβγ≤βγ

22012
;0;,;;0;~,~;;;,;;0;,; QDQfcQum ,  (39) 

права частина якої не залежить від m . Крім того, послідовності ( ){ }=0
mW  

( ){ }Pum , ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }PuxdtdW mxiiim i
∂β−γβ−γ= ;; 22

2
11

1
1 , ( ){ } ( ){ ×γ= PdWm ;22   

( )}Pumt∂× , ( ){ } ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ ×β−γβ−γβ−β−γ= jjiijim xdxdtdW ;;;2 22
2

22
2

111
1

3  
( )}Pumxx ji

∂∂×  рівномірно обмежені і рівностепенно неперервні в області 

Q . За теоремою Арчела існують послідовності ( ){ }v
mk

W , рівномірно збіж-

ні в Q  до ( )vW , { }3,2,1,0∈v . Переходячи до границі при ∞→km  в зада-
чі (7)-(9) одержуємо, що ( ) ( )0, Wxtu =  єдиний розв’язок задачі (2)-(4), 

( )QCu ;0;;2 βγ∈ α+ . 
Теорема 6. Якщо ( )QCf ;0;;βγ∈ α  і виконані умови 1, 2, то єдиний 

розв’язок задачі (2)-(4) в просторі ( )QC ;0;;2 βγα+  визначається інтегра-
ли Стілтьєса з борелівською мірою 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).,;;,

;,,,;,,t

3

21

ξτψτ+

+ξϕξ+ξτξτ=

ξ∫

∫∫

SddxtE

dxtEfddxtExu

Г

DQ                 (40) 

Доведення. Оскільки ( ) ( )QCQC ;;;;0;; 0μβγ⊂βγ αα , то для 
( )QCf ;;; 0μβγ∈ α  правильна нерівність 

αα
μβγ≤μβγ QfcQf ;;;;;;;; 00 . 

За умов теореми 1 для розв’язку задачі (2)-(4), маємо 
     ( )

α+α+αα+
βγψ+βγϕ+βγ≤βγ

222
;0;,;;0;~,~;;0;,;;0;,; QDQfcQu .   (41) 

Розглядаючи ( )xtu ,  при фіксованих ( )xt,  як лінійний неперервний 
функціонал ( )ψϕ,,fФ  на нормованому просторі ( )QC ;0;;2 βγα+  з нор-
мою, що дорівнює правій частині нерівності (41), згідно з теоремою Ріс-
са, оскільки ( ) ( )QCQC ⊂βγα+ ;0;;2 , можна вважати, що ( )xtu ,  породжує 
борелівську міру ( )Zxt ;,E , яка визначена на σ -алгебрі множин Z  обла-
сті Q , включаючи Q  і всі її відкриті підмножини такі, що значення фу-
нкціоналу визначається формулою (41). 

Задача оптимального керування. Для встановлення існування 
розв’язку задачі (1)-(4) потрібно встановити розв’язність допоміжних 
задач з гладкими коефіцієнтами. Розглянемо в області Q  задачу знахо-
дження функцій ( )qpum ,, , на яких функціонал 

        
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )dxxqxqxTpxTuxF

dxxtpxqxtpxtuxtFdtqpI

m
D

m
D

T

,,,;,;

,,,,;,;,,

2

1
0

∫

∫∫
+

+=
               (42) 

досягає мінімуму в класі функцій ( ) Vqp ∈, , із яких mu  є розв’язком за-
дачі  
                                     ( )( ) ( )( ),,,,,1 xtpxtfxtuL mm =                                     (43) 

      ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )xqxdxqxpxuxbxqxpxu m

T

mm ,,,;,,,,0;,0
0

ϕ=ττττ+ ∫ ,     (44) 

                         ( ) ( )( ) ( )[ ] 0,,,;,lim =ψ−
∂∈→

xtxqxtpxtu mmDzx
.                           (45) 

При обмеженнях 1, 2 для будь-яких ( ) Vqp ∈,  існує єдиний 
розв’язок задачі (43) і для нього правильна оцінка (39). 

Позначимо 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,;,0,,,,,,,,,,

,,,,0,,,

21

0

1

dx
u

quxFxTEdxe
u

puxFxTГd

dxe
u

puxFxZd

m

m

D
m

m

m

D
m

T

m

m

D
m

T

∂
∂

ξτ+
∂
β∂

ξτββ+

+
∂
β∂

ξββ=ξτμ

∫∫∫

∫∫

τ−βλ−

τ−βλ−

τ
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,,;,0,,,

,;,,0,,,

2

1

0

dx
u

quxFxTTE

dx
u

puxtFxtTEtd

m

m

D
m

m

m

D
m

T

∂
∂

ξ+

+
∂

∂
ξ=ξη

∫

∫∫
 

                      ( ) ( ) ( ) ( )pxtfxtpuxtFpuH mmm ,,,,;,,; 11 μ+=μ , 
                      ( ) ( ) ( ) ( )qxxquxFquH mmm ,,;,; 22 ϕη+=η . 

Правильні такі теореми. 
Теорема 7. Якщо ( ) 0,;1 >μ∂ puH mp  і ( ) 0,;22 >η∂ quH m , то оптима-

льним є керування ( )22 ,qp , а оптимальним розв’язком задачі (42), (43) є 
( )( ) ( )22
0 ,;,,;, qpxtuqpxtu mm = . 

Якщо ( ) 0,;1 <μ∂ puH mp  і ( ) 0,;22 >η∂ quH m , то оптимальним є ке-
рування ( )21, qp , а оптимальним розв’язком задачі (42), (43) є 

( )21,;, qpxtum . 
Якщо ( ) 0,;1 >μ∂ puH mp  і ( ) 0,;22 <η∂ quH m , то оптимальним є ке-

рування ( )12, qp , а оптимальним розв’язком задачі (42), (43) є 
( )12 ,;, qpxtum . 

Якщо ( ) 0,;1 <μ∂ puH mp  і ( ) 0,;22 <η∂ quH m , то оптимальним є ке-
рування ( )11, qp , а оптимальним розв’язком задачі (42), (43) є 

( )11,;, qpxtum . 
Нехай умови теореми 7 не виконані. Тоді правильна така теорема. 
Теорема 8. Для того, щоб ( ) ( )( )00 , qp  і відповідний розв’язок задачі 

(43) ( ) ( ) ( )( )000 ,;, qpxtum  були оптимальними, необхідно та достатньо, щоб 
виконувалися умови: 

а) функція ( )puH m ,;1 μ  за аргументом p  має в точці ( )0p  мініма-
льне значення; 

б) функція ( )quH m ,;2 η  за аргументом q  має в точці ( )0q  мініма-
льне значення; 

в) для довільного вектора ( ) 0, 21 ≠ee  і ( ) Qxt ∈,  виконується нерів-
ність 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,;,,;,2,;, 2
2

00
1

2
21

00
1

2
1

00
1

2 >∂+∂∂+∂ epuxtFeepuxtFepuxtF mpmupmu mm
; 

г) для довільного вектора ( ) 0, 21 ≠vv  і Dx∈  виконується нерів-
ність ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,;,;2,; 2

2
00

2
2

21
00

2
2
1

00
2

2 >∂+∂∂+∂ equxFvvquxFvquxF mpmupmu mm
. 

Доведення теорем 7, 8 проводиться за допомогою методики праці 
[15]. Переходячи до границі в задачі (42)-(45) при ∞→1m , ∞→2m  
одержимо оптимальний розв’язок задачі (1)-(4). 
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In spaces of classic functions with sedate weight the existence and 
unique of decision of the first parabolic regional task is led to with an inte-
gral condition after a sentinel variable for linear differential equalization 
with sedate features on co-ordinate planes. Got result is drawn on for re-
search of tasks of optimum management. 

Key words: unlocal regional task, progressive approximations, rezol-
venta, optimum management, linear parabolic equalization with degenera-
tion. 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 


