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Дано точнішу за відомі раніше метричну характеристику валіро-

нівських дефектних векторів цілої кривої скінченного порядку. 
Ключові слова: ціла крива, характеристика росту, функція на-

ближення, валіронівський дефектний вектор, полярна множина, міра 
Хаусдорфа. 

 
Цілою кривою називається голоморфне відображення pCC →:G

r
, 

де р – натуральне число, більше за одиницю. Отже, р-вимірна ціла крива 
має вигляд ( ) ( ) ( ) ( )( )zgzgzgzG p,...,, 21=

r
, де компоненти 

( ) ( ) ( )zgzgzg p,...,, 21  – цілі (тобто аналітичні в усій комплексній площи-
ні) функції. Вважатимемо їх лінійно незалежними і без спільних нулів. 

Для р-вимірної цілої кривої G
r

 характеристика росту ( )GrT
r

,  та 
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Розглянемо 

                                      ( ) ( )
( )

, ,
, lim

,r

m r a G
a G

T r G→∞
Δ =

rr
rr

r .                                     

Якщо ( ), 0a GΔ >
rr , то ar  називається валіронівським дефектним ве-

ктором.  
Позначимо через ( ) { } ( ){ }\ 0 : , 0V G a a G= ∈ Δ >

r r rr rpC  множину валіро-

нівських дефектних векторів цілої кривої G
r

. 
Порядком цілої кривої G

r
 називається величина ( )

r
GrT

r ln
,lnlim
r

∞→
=ρ . 

Відносно множини ( )V G
r

 Фаворовим С.Ю. отримано такий ре-

зультат [2]: перетин ( )V G
r

 з довільною гіперплощиною з pC , яка не 
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проходить через початок координат, має нульову Γ -ємність. Точніший 
результат отримав А. Садуллаєв [3]. Перш ніж його сформулювати, на-
гадаємо, що множина E ⊂ nC  називається nC -полярною, якщо існує 
плюрісубгармонічна в nC  функція ( )zΦ ≡ −∞/ , така, що 

( ){ }:E z z⊂ Φ = −∞ . Результат А. Садуллаєва полягає в наступному (ми 

його формулюємо в зміненій, але еквівалентній формі): Переріз ( )V G
r

 з 
довільною гіперплощиною, яка не проходить через початок координат, 
є p-1C  – полярною множиною. 

Мною отримано такий результат. 
Теорема. Нехай L ⊂ pC  – гіперплощина, яка не проходить через 

початок координат, G
r

 – р-вимірна ціла крива скінченого порядку. Тоді 
міра Хаусдорфа ( )( ) 0h L V G∗ ∩ =

r
 для всіх вимірюючих функцій ( )h t , які 

задовольняють умові 
( )
( )2 3

0 lnp

h t
dt

t t− < ∞
−∫ .                                        (1) 

З результату Садуллаєва випливає, що ( )( ) 0h L V G∗ ∩ =
r

 тільки для 

функцій ( )h t , які задовольняють умові  
( )

2 3
0

p

h t
dt

t − < ∞∫ . 

Доведення. Позначимо через pS  множину одиничних векторів із 
pC , перша ненульова компонента яких є додатним числом. Очевидно, 

{ }: ,a aλ λ= ∈ ∈
r rp pC S C , і для довільної цілої кривої pCC →:G

r
 викону-

ється ( ) ( ), ,a G a GλΔ = Δ
r rr r , { }\ 0a∈

rr pC , { }0λ∈C \ . 

Розглянемо довільну гіперплощину ( ) { }, :L c a a cλ λ= = ∈ ⋅ =
r r r rp-1 pC C , 

c∈r pC , 1c =
r , { }0λ∈C \ . Нехай , 0,b rδ λ∈ > >

r
pS . Покажемо, що мно-

жина ( ) ( ) { }, , :r c S b a a rλ δ∗Θ = ∩ ∩ ∈ ≤
rr r rp-1 pC C , де 

( ), :
a b

S b a
a

δ δ∗
⎧ ⎫⋅⎪ ⎪= ∈ <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

rr
r r

r
pC , покривається 

2 4
1 1

p

δ

−
⎛ ⎞⎡ ⎤ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 2 p -вимірними ку-

бами зі сторонами довжиною 
24 rδ

λ
. Нас цікавитимуть досить малі 0δ > . 

Подамо                      ,c cc b a a bβ= + ⊥
r rr r r .                                          (2) 

Очевидно, 1β ≤ . Відповідно до (1) для довільного ra∈Θr  викону-
ється 

c c c cac ab a a ab a a a a a r a rλ β δ δ= = + ≤ + ≤ + ⋅ ≤ ⋅ + ⋅
r rrr r r r r r r r r r r , 

звідки 
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ca
r
λ

δ≥ −
r .                                            (3) 

Отже, якщо вектор b∈
r

pS  такий, що не виконується (2), то rΘ =∅ . 
Оскільки нас цікавлять досить малі 0δ > , то розглядаємо тільки такі 

( ),S b δ∗
r

 (
2r
λ

δ <  ), щоб виконувалось 

2ca
r
λ

≥
r ,                                               (4) 

де car  визначається умовою (2). 

Нехай : c
r r

c

aa a
a

λ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = + ∈Θ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

r
r r% r . Тоді для довільного вектора ra∈Θr %  маємо: 

c c

c c

a aa a r
a a

λ λ λ≤ + + ≤ +
r r

r r
r r ,                                 (5) 

0c c

c c

a aac a c c
a a

λ λ λ λ
⎛ ⎞

= + − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r
rr r r r

r r ,                              (6) 

c c

c c

a aab a b a r
a a

λ δ λ δ
⎛ ⎞

= + ≤ + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r rr rr r r
r r .                             (7) 

Позначимо c

c

ad
a

= ∈
rr
r

pS . Тоді d b⊥
r r

, і, відповідно до (2), (4), (6) та 

(7) для довільного ra∈Θr %  виконується 
22c

c c c

a ba a r rad
a a a

β δ δ σ
λ

⋅ ⋅⋅
= = ≤ ≤ =

rrr rrr
r r r . Оскільки r λ> , то, відповідно до 

(7), виконується ab σ≤
rr . 

Отже, rΘ%  міститься в множині { }: , ,a ab ad a rσ σ λ∈ ≤ ≤ ≤ +
r rr r r rpC , 

де b d⊥
r r

 та 1b d= =
r r

. Зрозуміло, що таку множину можна покрити 

( )
2 42 4

21 1
2

pp
rr

r
λ λλ

σ δ

−− ⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎡ + ⎤
⎜ ⎟+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 2 p -вимірними кубами зі сто-

ронами довжиною 2σ . Те ж саме можна сказати і про множину 
r rdλΘ = +Θ

r
% . Нехай тепер ( )h t  – довільна вимірююча функція, яка задо-

вольняє умові (1). Але ( )
11

j j
jj

h E h E
∞ ∞

∗ ∗

==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U , і для і для довільної цілої 

кривої pCC →:G
r

 скінченного порядку виконується 

( ) { }( )
1 1 1

:
k k

k k s

V G U U a a sα α

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞
⊂ = ∈ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r r
IU U U pC  де 

k
Uα  – множини із pC , 
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кожна з яких задовольняє умові: існують 0kα >  і вектори 
, 1,2, ,knb n∈ =

r
KpS  такі, що для довільного 

k
a Uα∈
r  виконується 

( ){ }: exp n
kna c c b e α∈ ∈ ⋅ ≤ −
rr r rpS  для нескінченної множини значень n . То-

му нам досить довести, що для довільних 0α >  та 0r >  виконується 
{ } ( )( ): , 0h U a a r cα λ∗ ∈ ≤ =
r r r

I Ip p-1C C . 

Нехай 1 2, ,b b
r r

K  – вектори із pS , що відповідають Uα . Тоді для дові-
льного N ∈N  виконується 

( ) { } ( )( ), : ,exp j
r j

j N

U c a a r b e α
α λ

∞

=

Γ = ∈ ≤ ⊂ Θ −
rr r r

I I Up-1 pC C .           (8) 

Умова (1) рівносильна умові ( )
2 4

0

1ln lnp

h t
d

t t−

⎛ ⎞⎛ ⎞− < ∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ , з якої випливає, 

що 
( )

( )2 4
1 1

1 1ln ln ln lnj
p

j j jj

h t
t tt

∞

−
= −

′ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− < ∞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ,                        (9) 

де jt′  – точка мінімуму функції ( )
2 4p

h t
t −  на відрізку 1,j jt t −⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Виберемо ( )exp j
jt e α= − . Тоді із (9) отримаємо 

( )
( )2 4

1

j
p

j j

h t

t

∞

−
=

′
< ∞

′
∑ ,                                         (10) 

де ( ) ( )( )1exp exp jj
je t e αα −′− ≤ ≤ − . 

Очевидно, ( )( ) ( ),exp ,j
r j r j jb e b tα ′Θ − ⊂ Θ
r r

, а множину ( ),r j jb t′Θ
r

, як по-

казано вище, можна покрити 
2 4

1 1
p

jt

−
⎛ ⎞⎡ ⎤

+⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟′⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
 кубами зі сторонами довжи-

ною 
24 jt r

λ
′

, або 
2 42

24 11 1
pp

j

r
tλ

−
⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤

+ ⋅ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟′⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 кубами зі сторонами jt′ . 

Тоді для довільного 0ε > , відповідно до (8) та (10), маємо 

( ) ( )
2 42

24 11 1
pp

j
j N j

rh h t
t

ε
λ

−
∞

∗

=

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤
′Γ ≤ + ⋅ + <⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑  при ( )N N ε= , звідки ( ) 0h∗ Γ = . 

Теорема доведена. 
Приклад. Існує 1−pC  – полярна множина E  та вимірююча функція 

( )th , яка задовольняє умові (1), така, що ( ) ∞=Eh* . 
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Дійсно, розглянемо ( ) ( ) ( ) 1loglog2 −−−−= αα α tttK , де 1<α ; 
( ) ( ) 1

1 log~ −−= tth . За теоремою 4 із [4, с.41] знайдеться множина CE ⊂~  – 
така, що 

( ) 0~~*
1 =Eh .                                           (11) 

З теореми 1 із [4, с.35] випливає, що  
( ) ∞=Eh ~~* ,                                         (12) 

де ( ) ( )αtth log~
−= . 

Розглянемо множину 2~ −×= pCEE . Вона 1−pC  – полярна, оскільки, 
відповідно до (11) та теореми 5.14 із [5] множина E~  буде C  – поляр-
ною. 

Із (12) випливає, що ( ) ∞=Eh *~ , де ( ) ( )αttth p log42 −= − . Разом з тим, 
( )th  задовольняє умові (1). 
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More precisely metrical description of Valiron imperfect vectors of 

whole curve of continuity order is given than known earlier.  
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