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Розглядається задача мінімізації моменту першого досягнення 

початку координат вінеровим процесом шляхом додавання деякого пе-
реносу. 
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Вступ 
Нехай RPM ∈≥ xtxttw 0,),),((  – вінерів процес в R , для якого 

1=)=(0)( xwxP . Розглянемо момент першого досягнення процесом 

0))(( ≥ttw  початку координат: 0}=)(:0{inf= sws ≥τ . Зауважимо, що τ  є 
моментом зупинки відносно потоку 0)( ≥ttM . Розподіл випадкової вели-
чини τ  залежить від точки x  і задається при 0≠x  щільністю 
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, 0>t . Легко бачити, що випадкова величина τ  

не має скінченного математичного сподівання відносно міри xP  при 
0≠x . 
Метою роботи є встановлення коефіцієнту переносу, який забез-

печив би, в певному розумінні, мінімальне значення моменту τ . Коефі-
цієнт переносу вибиратимемо на множині V  прогресивно вимірних 
процесів 0)),(( ≥ttt Mα  в R , для яких  
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та мають місце умови 1=)(0 ατΨxE , +∞Ψ <))(( 20 ατxE , де xE  означає 
математичне сподівання за мірою xP , а 
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(тут перший з інтегралів є інтегралом Іто). Елементи множини V  нази-
ватимемо допустимими стратегіями. Випадковий процес 0

0 ))(( ≥Ψ tt α  
часто називають стохастичною експонентою.  
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1 Цільова функція та локальна оптимальна стратегія 
Нехай функція 0)( ≥ttf  додатна неперервна монотонно зростаюча 

та обмежена. Цільовою функцією будемо називати функціонал  
)()(=)( 0 ατα τΨΦ fxE  (1) 

заданий на множині V  допустимих стратегій. Очевидно, що при вико-
нанні припущень щодо функції f  мають місце нерівності 

)(sup=)(0 0 tfC t≥≤Φ≤ α  на всій множині V . Крім того, існує скінченна 
дисперсія )(τfxD  випадкової величини )(τf . 

Нас цікавитиме існування та вигляд допустимої стратегії, на якій 
цільова функція досягала б свого мінімального значення на всьому V  
чи деякій його підмножині. Деяку відповідь на поставлене питання дає 
наступна теорема, що є основним твердженням цього параграфу.  Поді-
бна задача для локального часу вінерового процесу в нулі розглядалася 
в роботі [1], ідеї якої знайшли своє застосування і в нашій ситуації. 

Теорема 1. Нехай додатна неперервна строго монотонно зрос-
таюча та обмежена функція 0)( ≥ttf  така, що існують сталі 0>u  та 
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1r  і функція 0>))(( ttρ , для яких при всіх ut <<0  

,)()()( rtssftsf ρ≤−+  причому функція ρ  квадратично інтегровна в 
деякому околі нуля та обмежена поза ним. 

Тоді існує допустима стратегія 
))(,(
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twth
twtht x′α , на якій функці-

онал Φ  досягає свого мінімуму на множині 
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)(=),( τ+− tfCxth xE , 0≥t , R∈x .  
Зауваження. Очевидно, що множина W  непорожня, бо 1(0)0 ≡Ψτ  

і, отже, W∈0 . Відомо (див. [2, c.244]), що стохастична експонента 
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і за умови, що 1=)(0 αtxΨE  матимемо 1))(( 20 ≥Ψ αtxE . Таким чином, 
1))(( 20 ≥Ψ ατxE .   

Перш ніж доводити сформульовану теорему, розглянемо одне до-
поміжне твердження, яке, цікаве і саме по собі.   

Лема. Нехай функція 0)( ≥ttg  додатна при 0>t  і така, що існу-

ють сталі 0>u , ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈ ;1

2
1r  і функція 0>))(( ttρ , для яких при всіх 

ut <<0  має місце ,)(|)()(| rtssgtsg ρ≤−+  причому функція ρ  квадра-
тично інтегровна в деякому околі нуля та обмежена поза ним. Тоді іс-
нує така допустима стратегія 0α , що )()(=)( 0

0 τατ τ gg xEΨ .  
Доведення. Розглянемо функцію 

dsspstgtgxtk xx )()(=)(=),(
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задану при 0≥t , {0}\R∈x , та довизначимо її за неперервністю в точ-
ках ;0)(t . Ця функція диференційовна за обома змінними скрізь крім 
точок ;0)(t , причому  
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Всі інтеграли в правих частинах цих рівностей збігаються локаль-
но рівномірно за 0>t  та 0≠x . Тому диференціювання інтегралу, що 
задає функцію ),( xtk , по обох параметрах допустиме. Легко бачити, що 
при всіх 0>t  та 0≠x  має місце рівність  

0.=),(
2
1),( xtkxtk ''

xx
'
t +                                   (2) 

Зауваживши, що )(=)(0, τgxk xE  і )(=,0)( tgtk , розглянемо для 
фіксованого 0≠x  випадковий процес ( )txx gt ME )/(=)( τξ , 0≥t . Очеви-
дно, що )(0,=)(=(0) xkgxx τξ E  та )(=)( ττξ gx . 

Враховуючи, що на множині tt M∈}>{τ  виконується рівність 
tt −ττθ =  ( tθ  – оператор зсуву [3, c. 120]), одержимо  

( ) ( )=/)(/)(=)( }>{}{ ttxttxx ggt MEME ττ χτχτξ +≤  
( ) =)()(=)/()(= )(}>{}{}>{}{ τχχττθχχτ ττττ ++++ ≤≤ tggtgg twttttxtt EME  
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)).(,(=))(,())(,(= }>{}{ ττχχττ ττ ∧∧+≤ twtktwtkwk tt  
Тут і далі Aχ  – індикатор множини A . 
Доведемо далі, що для обчислення стохастичного диференціалу 

випадкового процесу )(txξ  може бути застосована формула Іто (див. 
наприклад [2, c. 136]). Для цього досить довести, що xP -м.н.  
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Тут враховано очевидні при 0>s  та R∈x  нерівності  
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а запис const  означає деяку додатну сталу. Отже, 
))()(()),(( 222 tftconstxtk'

x +≤ ρ  і тому  
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Оскільки 1=)<( +∞τxP , функція )(tρ  інтегровна з квадратом в 

околі нуля, )(tg  обмежена, то ( ) +∞∫
+∞

<))(,( 2
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0

dttwtk'
xtτχ  xP -м.н. 

Далі, застосувавши до ))(,(=)( ττξ ∧∧ twtktx  формулу Іто, з вра-
хуванням (2) матимемо  
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Зауважимо, що при τ<0 t≤   
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а при τ≥t  0.>)(=,0)(=))(,(=)( ττττξ gkwktx  
Крім того, )(txξ  xP -м.н. неперервна по t . Тому xP -м.н. 

0>)(inf
0

tx
t
ξ

τ≤≤
 і можемо записати  
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Покладемо 
))(,(
))(,(=)(0 twtk

twtkt
'
xα . Враховуючи, що на множині }<{ τt   

( ) 0,>)/(=)(=))(,( )( txtw gtgtwtk MEE ττ+  
можемо стверджувати, що 00 ))(( ≥ttα  є допустимою стратегією. 

Крім того, )()(=)()ˆ(=)( 0
0

0
0 ταταξ τ ggt xtxtx EE ∧ΨΨ  і 

)()(=)(=)( 0
0 τατξτ τ gg xx EΨ , що і потрібно було довести.  

Перейдемо тепер до доведення основного твердження роботи.  

Доведення теореми 1. Позначимо ( )2
1

200 ))((=)( αα ττ ΨΨ xE  та роз-

глянемо функціонал 
)(

)())((=)(ˆ
0

0

α
ατα

τ

τ

Ψ
Ψ−

Φ
fCxE .  

Легко бачити, що  
)()(ˆ=)( 0 ααα τΨΦ−Φ C . (3) 

Далі, функція )(tfC −  задовольняє умови леми. Тому існує така 

допустима стратегія 
))(,(
))(,(=)(*

twth
twtht x′α , де )(=),( τ+− tfCxth xE , 0≥t , 

R∈x , що ))()((=)( *0 τατ τ fCfC xE−Ψ−  і, отже,  
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Зауважимо, що 
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τ
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x =
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ατ E
E

−
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Ψ , 

а це дає підстави стверджувати, що W∈*α , причому, для всіх W∈α   
.)()( *00 αα ττ Ψ≤Ψ  (4) 

Нерівність Коші, застосована до )()( 0*0 αα ττ ΨΨxE , дозволяє запи-
сати:  
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.)())((=)(ˆ=)(ˆmax *0* αταα τ
α

Ψ−ΦΦ
∈

fC x
V

E  

З (3) і (4) випливає нерівність )(=)()(ˆ)( **0* αααα τ ΦΨΦ−≥Φ C  
при всіх W∈α , яка доводить твердження теореми 1. 

Зауважимо, що нескладні обчислення приводять до рівності 

.
)(

)()(=)(min
τ−

τ
−τα

∈α fC
ff
x

x
x

W E
DEΦ  

Цікавим є наступний приклад, в якому вдається знайти оптималь-
ну стратегію в явному вигляді. Розглянемо функціонал (1) з функцією 

mtetf −−1=)( , де 0>m  – деяка стала. Оскільки при всіх 0>s , 0>t  має 
місце нерівність tmeee msmtms −−− ≤− )(1 , то умови теореми 1 виконані і, 
отже, існує допустима стратегія, яка мінімізує функціонал (1) на мно-
жині W . Множина допустимих стратегій W  задається нерівністю 

||1)22(20 ))(( xm
x e −≤Ψ ατE . Оптимальна стратегія має вигляд 

))((sign2=)(* twmt −α .  
2 Глобальна ε -оптимальна стратегія 
Поставимо питання про існування оптимальної, в сенсі мінімізації 

функціоналу Φ , стратегії на всій множині допустимих стратегій V . За-
уважимо насамперед, що для кожної V∈α  має місце очевидна нерів-
ність 0>)(αΦ . Наступні обчислення показують, що можна одержати як 
завгодно мале додатне значення функціоналу Φ  на V . 

Розглянемо однопараметричну множину функцій 
0}>:))({( λφλ R∈xx , в якій )(sign2=)( xx λφλ − , та відповідну множину 

допустимих стратегій ))((=)( twt λλ φα . Формула Танака (див., напри-
клад, [4, c. 83]) дозволяє записати  
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0

wwwsdwsw −τη−−τ∫
τ

 

де )(tη  – локальний час в нулі вінерового процесу до моменту часу t  і 
враховано, що для кожного R∈x  xP -м.н. 0=)(τw , 0=)(τη . Звідси ма-
ємо  
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Виберемо деяке 0>ε  та знайдемо таке 0>δ , що для всіх 
δ≤≤ t0  має місце ε≤)(tf . Тоді, використовуючи рівність 

||2

0

=)( x
x

t edttpe λ−λ−
+∞

∫ , яку легко перевірити, запишемо  

=)()(=)( 0
λτλ ατα ΨΦ fxE  
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{ } =)(=|(0)|2exp)( ||2 λτ−λ τλτ−λτ= efewf x
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x EE  
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Далі той факт, що 0=lim ||2 λδλ

λ

−

+∞→

xe  при кожних R∈x  та 0>δ , 

означає можливість зробити значення функціоналу Φ  як завгодно ма-
лим вибором допустимої стратегії λα  з достатньо великим значенням 
λ , якщо тільки +∞<)(τfxE . 

Множину VV ⊂*  назвемо ε -оптимальною стратегією для задачі 
мінімізації функціоналу Φ  на множині допустимих стратегій V , якщо 
для кожного 0>ε  існує така допустима стратегія ** V∈α , що 

ε+αα
∈α

)(inf<)( * ΦΦ
V

.  

Наведені вище міркування дозволяють сформулювати наступне 
твердження. 

Теорема 2. Нехай функція 0))(( ≥ttf  зі значенням 0=(0)f  непере-
рвна та невід'ємна. Нехай існує скінченне )(τfxE , де τ  – момент пер-
шого досягнення процесом 0))(( ≥ttw  початку координат. Тоді для задачі 
мінімізації функціоналу Φ , що задається рівністю (1), існує ε -
оптимальна стратегія. Елементи цієї стратегії утворюють однопа-
раметричну множину і задаються рівністю ))((sign2=)( twt λ−αλ .  

На завершення хочу з великою вдячністю згадати мого вчителя 
професора Портенка М. І., чия увага та поради значною мірою посприя-
ли покращенню цієї роботи. 
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We consider the problem of minimizing the time of the first visit to 

origin of coordinates by Wiener process with drift. 
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