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Показано, що плоскопаралельний рух твердих тіл має досить ці-

каві особливості та властивості. Автори розглянули деякі нестандар-
тні методи дослідження динаміки такого руху, які дозволяють замі-
нити розв’язування диференціальних рівнянь руху рівнянням головного 
моменту відносно центрів коливань миттєвих центрів швидкостей й 
пришвидшень. 

Ключові слова: плоскопаралельний рух, миттєвий центр швидко-
стей, миттєвий центр пришвидшень, центр коливань, сила тертя, ко-
чення без проковзування, динамічна реакція. 

 
Вступ. Зазвичай, при дослідженні динаміки плоскопаралельного 

руху твердого тіла складають три диференціальні рівняння. Ці рівняння 
доповнюють кінематичними залежностями, що пов’язують між собою 
швидкості й пришвидшення точок з кутовими швидкістю й пришвид-
шенням тіла [1, 2]. І, як наслідок, для визначення умов руху, статичних 
та динамічних реакцій доводиться розв’язувати систему зв’язаних ди-
ференціальних рівнянь. А у випадку дослідження руху механічної сис-
теми з колесами, що здійснюють плоскопаралельний рух, постійно ви-
никає питання про характер сили тертя зчеплення колеса з дорогою – 
рушійною вона є, чи гальмівною [5]. 

Але, якщо скористатися цікавими властивостями та деякими особ-
ливостями такого руху, можна значно спростити розв’язування і дослі-
дження динаміки тіла, а також за характером зовнішніх сил однозначно 
визначити напрям сил тертя зчеплення. 

Центр коливань миттєвого центра швидкостей. Будь-який рух 
твердого тіла можна повністю охарактеризувати двома динамічними 
величинами: головним вектором кількістю руху тіла Cq mv=

r r  і кінетич-
ним моментом C CK J ω=

r r
, зведеними до центра мас C . У випадку плос-

копаралельного руху зазначені два вектора взаємноперпендикулярні 
(рис.1,а). 
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Відомо, що система перпендикулярних векторів зводиться до рів-
нодійної кількості руху *qr  [1], що дорівнює головному вектору кількос-

ті руху тіла qr , але прикладеної у новому центрі зведення *P , що знахо-

диться на перпендикулярі до qr , отриманого його поворотом на кут 90o  
в бік, протилежний повороту кінетичного моменту CK

r
, на відстані 

2 2
* C C C C

C

K J mi iCP
q mv m PC PC

ω ω
ω
⋅

= = = =
⋅ ⋅

,   (1) 

де P  – миттєвий центр швидкостей (МЦШ), що лежить на перпендику-
лярі до швидкостей (рис.1,б). 

Таким чином, точки P , C  і *P  лежать на одній прямій, а *P  – то-
чка прикладання головного вектора кількості руху є центром коливань. 

Отриманою властивістю зручно досліджувати рух тіл, у яких легко 
визначається положення МЦШ. Продемонструємо поняттям центра ко-
ливань МЦШ на прикладах. 

 
 

 
Рис.1. Центр коливань миттєвого центра швидкостей 

 
Приклад  1.  Колеса (диск, обруч, кільце) котяться по шорсткій 

похилій площині. З’ясуємо умови кочення коліс без проковзування 
(рис.2). 

 

 
Рис.2. Колесо котиться по шорсткій площині 

 
Оскільки колеса не проковзують, то МЦШ P  знаходиться у кож-

ний момент часу в точці контакту колеса з нерухомою площиною 
(рис.3). З урахуванням моменту інерції коліс отримаємо їхні радіуси 
інерції: 
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1) для диска –                  22
1

2
1 2

1
2
1 mRimRJ CC =⇒= ; 

2) для обруча –               22
2

2
2 RimRJ CC =⇒= ; 

3) для кільця –                 ( ) ( )222
3

22
3 2

1
2

rRirRmJ CC +=⇒+= . 

Отже, згідно (1) центр коливань колеса знаходиться вище центра 
мас C  на відстані (рис.3): 

1) для диска –                     R
2
1CP*

1 = ; 

2) для обруча –                   R=*
2CP ; 

3) для кільця –                    
R

rR
2

CP
22

*
3

+
= , 

і сила тертя зчеплення з площиною спрямована протилежно руху – га-
льмівна. 

 
Рис.3. Центр коливань колеса, що котиться шорсткою площиною 
 

З рівняння моментів відносно центра коливань МЦШ визначимо 
силу тертя зчеплення з площиною 
1) для диска – 

1
1

1

1 3 0
2 2

*

n
трP

i
M mg sin R F Rα

=
= ⋅ − ⋅ =∑  ⇒  1

1
3трF mg sinα= ; 

2) для обруча – 

2
2

1
2 0*

n
трP

i
M mg sin R F Rα

=
= ⋅ − ⋅ =∑  ⇒  2

1
2трF mg sinα= ; 

3) для кільця – 

3

2 2 2 2

3
1

0
2 2

*

n
трP

i

R r R rM mg sin F R
R R

α
=

⎛ ⎞+ +
= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  ⇒

 
2 2

3 2 23тр
R rF mg sin
R r

α+
=

+
. 

Щоб колесо котилось без проковзування, сила тертя повинна задо-
вольняти умові 

трF fN≤ , N mg cosα= ,   (2) 
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або для диска 1
3

f tgα≥ ; для обруча 1
2

f tgα≥ ; для кільця 

2 2

2 23
R rf tg
R r

α+
≥

+
. Тобто при коченні вздовж однієї площини диск ковзає 

найменше. 
Приклад  2 .  Маса обода однорідного колеса 0m ,  а кожної з 12 

спиць m .  Колесо котиться вздовж гладенької поверхні, нахиленої під 
кутом α  до горизонту, розмотуючи, намотану на нього мотузку. Ви-
значити натяг нитки та пришвидшення центра C  колеса (рис.4,а). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.4. Колесо котиться по гладенькій поверхні, розмотуючи нитку 
 
Оскільки вільний кінець мотузки залишається нерухомим, то 

МЦШ P  у кожний момент часу буде знаходитись у місці сходження 
мотузки з колеса (рис. 4, б). З урахуванням моменту інерції колеса, 
отримаємо його радіус інерції 

( ) ( )22 2
0 0

112 2 4
12CJ m R m R m m R= + ⋅ = +  ⇒  2 20

0

4
12C

m mi R
m m

+
=

+
. 

Тоді, згідно з (1) центр коливань колеса *P  знаходиться нижче 
центра мас C  на відстані (рис.4,б): 

0

0

4
12

* m mCP R
m m

+
=

+
. 

З рівняння моментів відносно центра коливань МЦШ визначимо 
натяг мотузки 

( ) 0 0
0

1 0 0

4 412 1 0
12 12

*

n

P
i

m m m mM m m g sin R T R
m m m m

α
=

+ +⎛ ⎞= − + ⋅ + ⋅ + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∑  ⇒

 
( ) ( )0

0
0

4 12
2 8

m mT m m g sin
m m

α+
= +

+
; 

Оскільки центр мас колеса C  рухається прямолінійно, то вектор 
пришвидшення Car  паралельний поверхні. З теореми про рух центра мас 
в проекції на вісь Cx , паралельну поверхні (рис. 4, б) 

( ) ( )0 012 12Cm m a m m g sin Tα+ = + − , 

отримуємо пришвидшення центра колеса 
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( ) ( )
0 0

0 0

4 12
2 8 2 8C

m m m ma g sin g sin g sin
m m m m

α α α+ +
= − =

+ +
. 

Приклад  3.  Два  однорідних циліндричних вала масами 1m  і  2m  
скочуються по двох площинах, нахилених під кутами α  і β  до горизо-
нту відповідно. Вали з’єднано нерозтяжною невагомою мотузкою, кінці 
котрої намотані на вали і закріплені на них. Визначити натяг мотузки та 
її пришвидшення (рис.5) [3]. 

 
 

Рис.5. Вали, з’єднані ниткою 
 

Якщо припустити, що мотузка спускається по лівій площині, тоді 
вона піднімається по правій. Зупинимо її, скориставшись принципом 
Д’Аламбера, а саме, прикладемо у місцях сходу мотузки з валів сили 
інерції 1 1m aΦ = −

r r  і 2 2m aΦ = −
r r , спрямованих протилежно руху мотузки 

(рис. 6). Тепер мотузка нерухома, тому МЦШ 1P  і 2P  у кожний момент 
часу будуть знаходитись у місцях сходу мотузки з валів (рис.6). 

З урахуванням моментів інерції валів отримаємо їхні радіуси інерції 

1

2
1 1

1
2CJ m R= ;   

2

2
2 2

1
2CJ m R=    ⇒    

1

2 2
1

1
2Ci R= ;   

2

2 2
2

1
2Ci R= . 

Тоді, згідно з (1) центри коливань валів 1
*P  і 2

*P  знаходяться вище 
центрів мас 1C  і 2C  на відстанях (рис. 6): 

1 1 1
1
2

*C P R= ;  2 2 2
1
2

*C P R= . 

З рівнянь моментів відносно центрів коливань МЦШ визначимо 
натяг мотузки і її пришвидшення 

( )

( )

1

2

1 1 1 1
1

2 2 2 2
1

1 3 0;
2 2

1 3 0
2 2

*

*

n

P
i
n

P
i

M m g sin R T m a R

M m g sin R T m a R .

α

β

=

=

⎧
= − ⋅ + + ⋅ =⎪⎪

⎨
⎪ = ⋅ + − + ⋅ =
⎪⎩

∑

∑
 ⇒  

( )
( )1 2

1 23
m mT g sin sin
m m

β α= +
+

; 
( )

2 1

1 23
m sin m sina g

m m
β α−

=
+

. 
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Рис.6. Вали з МЦШ і центрами коливань МЦШ 
 

Центр коливань миттєвого центра пришвидшень. Для здійс-
нення плоскопаралельного руху твердого тіла необхідно, щоб головний 
вектор зовнішніх сил CF ma=

r r  лежав у площині руху, а головний мо-
мент C CM J ε=

r r
 був спрямований перпендикулярно до неї (рис.7). 

 

 
Рис.7. Головний вектор і головний момент у випадку плоскопаралельного руху 

твердого тіла 
 
Відомо, що система перпендикулярних векторів зводиться до рів-

нодійної *F
r

 [1], що дорівнює головному вектору зовнішніх сил F
r

, але 
прикладеної у новому центрі зведення O  (рис. 8, а), що знаходиться на 
перпендикулярі до F

r
, отриманого його поворотом на кут 90o  в бік, 

протилежний повороту головного моменту CM
r

, на відстані 
2 2

4 2 4 2
C C C C

C

M J mi iCO
F ma m CQ CQ

ε ε ε

ω ε ω ε

⋅ ⋅
= = = =

⋅ + +
, (3) 

де Q  – миттєвий центр пришвидшень (МЦП) (рис. 8, б), що лежить на 
однаковому куті α  до пришвидшень і задовольняє умову 

                                   2tg εα
ω

=  ⇒  
4 2

sin εα
ω ε

=
+

.   (4) 

Оскільки вектор сили є ковзним вектором, перенесемо точку 
O прикладання рівнодійної *F

r
 на пряму, що проходить через центр мас 

C  і МЦП Q , в точку *Q . Тоді з урахуванням (3) і (4) відстань 
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2 4 2 2

4 2
* C CCO i iCQ

sin CQCQ

ε ω ε
α εω ε

⋅ +
= = ⋅ =

+
.  (5) 

Таким чином, точки Q , C  і *Q  лежать на одній прямій, а *Q – то-

чка прикладання рівнодійної *F
r

 є центром коливань. 
 

 
Рис.8. Центр коливань миттєвого центра пришвидшень 
 

Отриманою властивістю зручно досліджувати рух тіл, у яких легко 
визначається положення МЦП, особливо при миттєвій зміні умов руху, 
визначенні динамічних реакцій, або, коли швидкості всіх точок дорів-
нюють нулю й миттєво-поступальному русі. Продемонструємо понят-
тям центра коливань МЦП на прикладах. 

Приклад  4 .  Два однорідних стержні зварені між собою під пря-
мим кутом. Довжина вертикального стержня вдвічі коротша від довжи-
ни горизонтального. Кінець горизонтального стержня A  поклали на 
гладеньку опору і відпустили без початкової швидкості. Визначити тиск 
кінця A  на опору в початковий момент, якщо загальна маса стержнів m  
(рис.9,а). 

 
 
 

 
 

 
 
Рис.9. Зварені стержні, відпущені зі стану рівноваги 

 
Спочатку визначимо положення центра мас C  конструкції з двох 

стержнів (рис.9,б) 
2 1

23 2 3
3

lm m l
AC l

m

⋅ + ⋅
= = . 

Далі знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості 
точок дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість конс-
трукції 0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, про-
ведених до пришвидшень точок. Кінець A  конструкції покладено на 
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гладеньку опору, тобто може рухатись вздовж горизонталі, тому при-
швидшення Aar  спрямоване горизонтально. Зовнішні сили: вага конс-
трукції mgr  і реакція AN

r
 вертикальні, тому головний вектор спрямова-

ний вздовж вертикалі. Отже, за теоремою про центр мас системи при-
швидшення Car  теж спрямоване по вертикалі. Таким чином, МЦП Q  у 
даний момент часу збігається з точкою A (рис.9,б). 

З урахуванням моменту інерції обох стержнів отримаємо радіус 
інерції конструкції 

2 2 2
2 2 22 1 2 1 1 1 1 1 17

3 12 3 2 3 12 2 3 144CJ ml ml ml
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + − + ⋅ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; ⇒

 2 217
144Ci l= . 

Тоді, згідно (5) центр коливань конструкції *Q  знаходяться право-
руч центра мас C  на відстані (рис.9,б): 

217 3 17
144 2 96

*CQ l l
l

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо ре-
акцію гладенької опори 

1

17 1 17 0
96 2 96

*

n
AQ

i
M mg l N l

=

⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ⇒  17
65AN mg= . 

За третім законом Ньютона тиск конструкції на опору дорівнює її 
реакції, тільки спрямований у протилежний бік. 

Приклад  5.  Однорідний стержень AB  масою m  підвішено до 
стелі на двох однакових нерозтяжних вертикальних шнурах, прикріпле-
них до кінців стержня. Визначити натяг шнура в точці A  та пришвид-
шення центра мас C  в момент обриву іншого шнура в точці B  
(рис.10,а) [3]. 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і як наслідок, миттєва кутова швидкість конструкції 

0*ω = . Тоді  МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець A  стержня підвішено за допомогою не-
розтяжного шнура, тобто може рухатись по колу і точка A  має лише 
обертальне пришвидшення об

A Aa a=
r r , спрямоване перпендикулярно до 

шнура – горизонтально. Зовнішні сили: вага стержня mgr  і натяг шнура 

AT
r

 вертикальні, тому головний вектор спрямований вздовж вертикалі. 
Отже, за теоремою про центр мас системи пришвидшення Car  теж спря-
моване по вертикалі. Таким чином, МЦП Q  у даний момент часу збіга-
ється з точкою A (рис.10,б). 
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Рис.10. Стержень, підвішений двома вертикальними шнурами 

 
З урахуванням моменту інерції стержня отримаємо його радіус 

інерції 
21

12CJ ml= ; ⇒  2 21
12Ci l= . 

Тоді, згідно (5) центр коливань стержня *Q  знаходяться праворуч 
від центра мас C  на відстані (рис.10,б): 

21 2 1
12 6

*CQ l l
l

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо на-
тяг шнура 

1

1 1 1 0
6 2 6

*

n
AQ

i
M mg l T l

=

⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ⇒  1
4AT mg= . 

За теоремою про центр мас у проекції на вертикаль знаходимо 
пришвидшення центра мас C  

C Ama mg T= −  ⇒  3
4Ca mg= . 

Приклад  6.  Однорідний стержень AB  масою m  підвішено до 
стелі на двох нерозтяжних шнурах, однаковими з ним довжинами. 
Шнури прикріплено до кінців стержня. Визначити натяг шнура в точці 
A  та пришвидшення центра мас C  в момент обриву іншого шнура в 
точці B  (рис.11,а) [3]. 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість конструкції 

0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець A  стержня підвішено за допомогою не-
розтяжного шнура, тобто може рухатись по колу і точка A  має лише 
обертальне пришвидшення об

A Aa a=
r r , спрямоване перпендикулярно до 

шнура (рис.11,б). Напрям головного вектора наперед невідомий, тому 
скористаємось аксіомою про паралелограм сил: розкладемо силу ваги 

стержня G mg=
r r  на дві складові 1G

r
 ( 1

3
2

G mg= ), паралельну натягу 
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шнура AT
r

, і 2G
r

 ( 2
1
2

G mg= ), перпендикулярну до шнура. Згідно теоре-

ми про центр мас точка C  буде мати дві складові пришвидшення 
1 2C C Ca a a= +

r r r . 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.11. Стержень, підвішений двома шнурами, що мають однакові з ним довжини 
 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість конструкції 

0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець A  стержня підвішено за допомогою не-
розтяжного шнура, тобто може рухатись по колу і точка A  має лише 
обертальне пришвидшення об

A Aa a=
r r , спрямоване перпендикулярно до 

шнура (рис.11,б). Напрям головного вектора наперед невідомий, тому 
скористаємось аксіомою про паралелограм сил: розкладемо силу ваги 

стержня G mg=
r r  на дві складові 1G

r
 ( 1

3
2

G mg= ), паралельну натягу 

шнура AT
r

, і 2G
r

 ( 2
1
2

G mg= ), перпендикулярну до шнура. Згідно теоре-

ми про центр мас точка C  буде мати дві складові пришвидшення 
1 2C C Ca a a= +

r r r . 
Пришвидшення 1Car  викликане головним вектором зовнішніх сил 

1 1 AF G T= +
rr r

 

                                  
1

1
A

C
G Ta

m
−

=                 (6) 

і спрямоване паралельно шнуру (рис. 11, б). Таким чином, МЦП Q  у 
даний момент часу знаходиться на шнуру у точці перетину перпендику-
лярів до Aar  і 1Car  (рис.11,б). 

З урахуванням моменту інерції стержня отримаємо його радіус 
інерції 

21
12CJ ml= ; ⇒  2 21

12Ci l= . 
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Тоді згідно (5) центр коливань стержня *Q  знаходяться нижче 
центра мас C  на прямій CQ  на відстані (рис. 11, б): 

21 4 3
12 93

*CQ l l
l

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо на-
тяг шнура 

1

3 3 3 3 0
2 9 4 9

*

n
AQ

i
M mg l T l

=

⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   ⇒   2 3

13AT mg= .     (7) 

Пришвидшення 2Car  викликане силою 2G
r

 

2
2

1
2C

Ga g
m

= =     (8) 

і спрямоване перпендикулярно до 1Car  (рис. 11, б). З урахуванням вира-
зів (6)-(8) знаходимо пришвидшення центра мас C  

1
1

3 2 3 9 3
2 13 26

A
C

G Ta g g
m

⎛ ⎞−
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ⇒

 
2

9 3 1031
2 13 13C
ga g

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 
Рис.12. Стержень, нахилений до гладенької підлоги 
 
Приклад  7.  Однорідний стержень AB  маси m  нахилений під ку-

том α  до горизонту. Кінець стержня B  спирається на гладеньку гори-
зонтальну підлогу, а кінець A  відпускають без початкової швидкості. 
Визначити тиск стержня на підлогу і пришвидшення центра мас в цей 
момент (рис.12,а) [4]. 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість стержня 

0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець B  стержня покладено на гладеньку під-
логу, тобто може рухатись вздовж горизонталі, тому пришвидшення Bar  
спрямоване горизонтально. Зовнішні сили: вага конструкції mgr  і реак-
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ція підлоги BN
r

 вертикальні, тому головний вектор спрямований вздовж 
вертикалі. Отже, за теоремою про центр мас пришвидшення Car  теж 
спрямоване по вертикалі. Таким чином, МЦП Q  у даний момент часу 
лежить на перетині перпендикулярів до цих пришвидшень, тобто вище 
точки B  (рис.12,б). 

З урахуванням моменту інерції стержня отримаємо його радіус 
інерції 

21
12CJ ml= ; ⇒  2 21

12Ci l= . 

Тоді, згідно (5) центр коливань стержня *Q  знаходиться на гори-
зонталі, що проходить через МЦП Q  і центр мас C , праворуч від 
останнього на відстані (рис.12,б): 

21 2
12 6

* lCQ l
l cos cosα α

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо ре-
акцію гладенької підлоги 

1
0

6 6 2
*

n
BQ

i

l l l cosM mg N
cos cos

α
α α=

⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ⇒    21 3B
mgN
cos α

=
+

. 

За третім законом Ньютона тиск стержня на підлогу дорівнює її 
реакції, тільки спрямований у протилежний бік. 

За теоремою про центр мас у проекції на вертикаль знаходимо 
пришвидшення центра мас C  (рис.12,б) 

C Bma mg N= −  ⇒  2
3

4C
ga

tg α
=

+
. 

Приклад  8. Однорідне тоненьке кільце з внутрішнім радіусом, 
втричі меншим за зовнішній, поставлений під кутом β  на шорстку го-
ризонтальну підлогу. Визначити найменше значення коефіцієнт тертя 
ковзання між кільцем і підлогою f , при якому кільце почне падати без 
проковзування (рис.13,а). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

            а)                                                    б) 
Рис.13. Кільце на шорсткій підлозі 
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Оскільки кільце на шорсткій підлозі не проковзує, то МЦП Q  зна-
ходиться у заданий момент часу в точці контакту кільця з підлогою 
(рис.13,б). З урахуванням моменту інерції кільця отримаємо його радіус 
інерції 

2
2 25

2 3 9C
m RJ R mR
⎡ ⎤⎛ ⎞= + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 ⇒  2 2

1
5
9Ci R= . 

Отже, згідно (5) центр коливань кільця знаходиться вище центра 
мас C  на відстані (рис.13,б) 

5
9

*CQ R=  

і сила тертя зчеплення з підлогою спрямована в бік руху – рушійна. 
Складемо рівняння моментів відносно центра коливань МЦП 

(рис.13, б) 

1

5 5 51 1 0
9 9 9

*

n
трQ

i
M mg cos R F sin R N cos Rβ β β

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + − ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

і рівняння проекції головного вектора зовнішніх сил на діаметр кільця, 
на якому розміщено центр мас C  і МЦП Q  

1
0

n
CQ тр

i
F mg sin F cos N sinβ β β

=
= − + + =∑ , 

з яких визначимо силу тертя зчеплення з підлогою і нормальну складову 
реакції шорсткої підлоги 

9 2
28трF mg sin β= ;  

25 9
14
sinN mgβ+

= . 

Щоб кільце почало падати без проковзування сила тертя зчеплення 
повинна задовольняти умову (2) 

      трF fN≤ , 
29 5 92

28 14
sinsin f ββ +

≤ ,    або    ( )2
9 2

2 5 9
sinf

sin
β
β

≥
+

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.14. Миттєві центри швидкостей, пришвидшеньта їхні центри коливань 
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Висновок. Відповідно до виразів (1) і (5) відрізки CP  і *CP  та 
CQ  і *CQ  є хордами одного кола, тобто МЦШ P , МЦП Q  та їхні 

центри коливань *P  і *Q  у кожний момент часу розташовані на одному 
колі (рис.14). 

Зазначимо також, що в центрі коливань МЦШ прикладена рівно-
дійна кількості руху тіла, а в МЦП – рівнодійна сил, прикладених до 
нього. 
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This article shows that the planar motion of solids has some interesting 

features and properties. The authors reviewed some unconventional methods 
of investigation of the dynamics of the movement, allowing substitute for 
solving differential equations of motion equation Highlights relatively centres 
oscillations instant centres of speed and acceleration. 

Key words: planar motion, instantaneous centre of velocity, instanta-
neous centre express, the centre of oscillation friction, rolling without slip-
ping, the dynamic response. 


