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Проблема граничної рівноваги пружно-пластичного функціонально-

го градієнтного матеріалу (ФГМ) циліндричної оболонки з поздовжньою 
тріщиною довільної конфігурації зведена до сумісного розв’язання сис-
теми інтегральних рівнянь числовим методом механічної квадратури. 
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У сучасній техніці часто елементи конструкцій працюють в таких 

умовах, що одна їх поверхня знаходиться в агресивному середовищі з 
певними фізико-хімічними параметрами, а друга – в середовищі з інши-
ми. У таких випадках доцільно використовувати функціонально градіє-
нтні матеріали (ФГМ), тобто композитні матеріали мікроскопічної не-
однорідності, в яких механічні властивості змінюються неперервно за 
товщиною тіла. Найчастіше ці матеріали виготовляються з кераміки та 
металу. Почали розробляти ФГМ для космічних кораблів, як матеріали, 
що витримують надвисокі температури. У даний час такі матеріали на-
бувають більш широкого застосування, що зумовлює необхідність про-
водити не лише температурний аналіз, а й досліджувати їх напружено-
деформований стан, міцність тощо. Перші публікації про нерівномірний 
розподіл температури та зумовлених нею напружень в тілі з ФГМ 
з’явились в Японії [1]. Результати досліджень розподілу напружень у 
циліндричній та сферичній оболонках, а також у порожнистому цилінд-
рі з ФГМ, зумовлених температурою або силовим навантаженням, при-
ведені в [2-5]. Нижче досліджується вплив ФГМ на граничну рівновагу 
циліндричної оболонки, ослабленої поздовжньою поверхневою тріщи-
ною. 

Постановка задачі. Розглянемо виготовлену з ФГМ безмежну 
кругову циліндричну оболонку, ослаблену поздовжньою або попе-
речною тріщиною довільної конфігурації завдовжки 2l . Глибину трі-
щини задано двома гладкими кривими 1d ( x )  і 2d ( x )  (рис.1). У цилінд-
ричній системі координат αβγ  на випадок поздовжньої тріщини x α≡ , 
а на випадок поперечної – x β≡ . Початок координат вибрано в центрі 
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тріщини. Вважатимемо, що оболонка і береги тріщини завантажені ли-
ше симетричними відносно площини тріщини зусиллями та моментами. 
Під час деформації береги тріщини не контактують. Розміри тріщини, 
рівень зовнішнього навантаження та властивості матеріалу передбачає-
мо такими, що біля тріщини по всій глибині оболонки вузькою смугою 
розвиваються пластичні деформації. Тепер, відповідно до аналога cδ  – 
моделі [6], зони пластичних деформацій замінимо поверхнями розриву 
пружних переміщень і кутів повороту, а реакцію матеріалу пластичної 
зони на пружну – відповідними зусиллями та моментами. Вважатимемо, 
що на продовженні тріщини в глибину до зовнішньої чи внутрішньої 
поверхонь оболонки, тобто відповідно в області ] [0 0x x ; x∈ − , 

[ ]2h d ; hγ ∈ − + U [ ]2d ; h  ( 0x l / R= , 2h  – товщина оболонки, R  – радіус 

її серединної поверхні), діють постійні напруження 0 2B T( ) /σ σ σ= + , 
де Bσ  – границя міцності, а Tσ  – поріг текучості ФГМ. У пластичних 
зонах на продовженні тріщини по довжині, тобто в областях [ ]h; hγ ∈ − , 

0 0 px x ; x x⎡ ⎡∈ +⎣ ⎣  ( p pl / Rα = , pl  – довжина пластичної зони), діють не-
відомі нормальні зусилля N  та згинний момент M , які протидіють 
розкриттю тріщини та задовольняють певну умову пластичності тонких 
оболонок [7]. 

 
Рис.1 
 
Таким чином, у рамках прийнятого аналога cδ  – моделі пружно-

пластичну задачу про граничну рівновагу оболонки з внутрішньою тріщи-
ною заданої довжини 2l  зведено до задачі про пружну рівновагу такої ж 
оболонки з фіктивною наскрізною тріщиною невідомої довжини 

12 2 pl ( l l )= + , на берегах якої виконуються умови:  
1 0

2 2 0
2 0

2 0 1

( ) lN N N , x x ;
N ( )

N N , x x x ;
α

⎧ + − <⎪= ⎨ − ≤ ≤⎪⎩
   

1 0
2 2 0

2 0
2 0 1

( ) lM M M , x x ;
M ( )

M M , x x x .
α

⎧ + − <⎪= ⎨ − ≤ ≤⎪⎩
   (1) 

Тут 1 1x l R= , 1
2
( )N , 1

2
( )M  – зусилля та момент, прикладені до бере-
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гів реальної тріщини; 0 0
2 2N , M  – ці ж параметри на лінії тріщини в су-

цільній оболонці, зумовлені зовнішнім навантаженням; l lN , M  – нор-
мальне зусилля та згинний момент, які є реакцією матеріалу на розрив 
внутрішніх зв’язків над і під внутрішньою тріщиною та які згідно з 
прийнятими припущеннями про напруження в цих зонах визначаються 
за формулами: 

1

2

0
0 0

d ( x ) h
l

h d ( x )

N d dσ γ σ σ γ
−

= +∫ ∫ ,    
1

2

0 0

d ( x ) h
l

h d ( x )

M d dσ γ γ σ γ γ
−

= +∫ ∫ ,         (2) 

 

Основні співвідношення неоднорідних за товщиною оболонок з 
тріщиною. Оболонка виготовлена з ФГМ є неоднорідною за товщиною. 
Тобто модуль пружності та коефіцієнт Пуассона є функціями нормаль-
ної до серединної поверхні координати γ  

E E( )γ= ,  ( )ν ν γ= .                                  (3) 
Залежності (3) такі, що характеристики матеріалу оболонки задо-

вольняють узагальнений закон Гука і справедлива гіпотеза недеформо-
ваних нормальних елементів [8]. Система ключових рівнянь для такої 
оболонки з поздовжньою наскрізною тріщиною завдовжки 12l  має ви-
гляд [6] 

ij i jL u q ,=  1 2 3i, j , , .=                                              (4) 
Тут iu  – компоненти переміщення серединної поверхні оболонки; 

2 2

11 11 662 2L C C∂ ∂
∂α ∂β

= + ,   
2

11
12 21 11 66

KL L ( C C )
R

∂
∂α∂β

= = − + , 

3 3
11

13 31 12 3 2

KL L C ( ),
R

∂ ∂ ∂
∂α ∂β ∂α∂β

= = − +

2 2

22 11 11 11 66 66 662 2

1 1 1 42 2L C ( K D ) C ( K D ) ,
R R R R

∂ ∂
∂β ∂α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

3
12 6611

23 32 11 11 2

41 D DKL L C K
R R Rβ α β

+∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞= = + − + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦
3

11
11 3

1 DK
R R β

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
, 

2 2
2 2

33 11 12 11 112 2 2

2 1L C K K D
R R

∂ ∂
∂α ∂β

⎛ ⎞
= − + + ∇ ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

2 2
2

2 2α β
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

,   0 0
1 12 22 12 22q R ( C K )ε κ

α
∂

= +
∂

, 

0 0
2 12 11 22 11 11 22q ( RC K ) ( RK D )ε κ

β
∂

= + + +
∂

, 
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2

0 0 0 0
3 11 22 11 22 12 22 12 222q R( C K ) ( K D )ε κ ε κ

α
∂

= + − + −
∂

2
0 0

11 22 22 112 ( K D ),ε κ
β
∂

+
∂

 

[ ]0
22 2

1 u ( ) ( )
R

ε α δ β= ,  [ ]0
22 2

1 ( ) ( )
R

κ θ α δ β= −                                (5) 
h

ij ij
h

C B ( )dγ γ
−

= ∫ , 
h

ij ij
h

K B ( ) dγ γ γ
−

= ∫ , 2
h

ij ij
h

D B ( ) dγ γ γ
−

= ∫ , 

11 21
EB ( )γ
ν

=
−

, 12 11B ( ) Bγ ν= , 66 2 1
EB ( )

( )
γ

ν
=

+
, 

[ ]2u ( )α , [ ]2( )θ α  – стрибки переміщень та кута повороту. 
Враховуючи співвідношення (5), а також той факт, що функції пе-

реміщень iu ( , )α β  1 2 3( i , , )=  при переході через тріщину мають скачок, 
а функції зусиль та моментів неперервні, запишемо формули для визна-
чення збурених нормального зусилля 2N  та згинного моменту 2M  в до-
вільній точці оболонки 

2
12 1 11 2

2 11 11 12 2

1 1 1C u K uN C C K
R R R R Rα β α

⎡ ⎛∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + + +⎢ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝⎣

2
011

11 3 11 222

1 KK u C
R R

ε
β

⎤⎞∂ ⎛ ⎞− +⎥⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎠⎦
, 

2
12 1 11 2

2 11 11 12 2

1 1 1K u D uM K K D
R R R R Rα β α

⎡ ⎛∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + + +⎢ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝⎣

2
0

11 3 11 222 2

1D u D
R

ε
β

⎤⎞∂
−⎥⎟∂ ⎠⎦

.(6) 

На випадок поперечної тріщини в системі (4) потрібно поміняти 
ijL  та jq , співвідношення (5) приймають вигляд 

[ ]0
11 1

1 u ( ) ( )
R

ε β δ α= ,                [ ]0
11 1

1 ( ) ( )
R

κ θ β δ α= − ,          ( 5′ ) 

а замість виразів для 2N  та 2M  (6) записуємо аналогічні вирази для 1N , 1M   
Інтегральні рівняння задачі. Розв’язуючи систему диференціа-

льних рівнянь (4) операторним методом [9] і враховуючи (5), для визна-
чення переміщень iu  отримуємо формули 

2 2i i iu L P ,ϕ ψ= +    1 2 3i , ,=                          (7) 
де iL , iP  – диференціальні оператори не вищі сьомого порядку [10], а 
функції 2( , )ϕ α β , 2( , )ψ α β  задовольняють рівняння 

0
2 22Dϕ ε= ; 0

2 22Dψ κ= ,                                             (8) 

)(
2

0 2 2
11 66 66 112

1

4RD D C K C K *
d α

∂ ⎡= + − ∇ ∇ +⎣∂
( )

2

66 11 66 2RC C K
α

⎤∂
− ⎥∂ ⎦

; 

2
1 11 11 11d C D K= − ;       0 2 2 2 2D = ∇ ∇ ∇ ∇ . 

На основі побудованого з допомогою інтегрального перетворення 
Фур’є фундаментального розв’язку рівнянь (8) [6] та операції згортки 
запишемо інтегральне представлення ключових функцій 
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[ ]
1

1

00
2 2

0

1 1
2

n
n

n
( , ) cos( n ) u ( ) ( )

R

α

α

δϕ α β β ξ Φ ξ α
π

∞

= −

⎛ ⎞ ⎡= − − −⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
∑ ∫ ( )*

n dΦ ξ α ξ⎤− ⎦ ; 

[ ]
1

1

00
2 2

0

1 1
2

n
n

n

( , ) cos( n ) ( ) ( )
α

α

δψ α β β θ ξ Φ ξ α
π

∞

= −

⎛ ⎞ ⎡= − − − +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
∑ ∫ ( )*

n dΦ ξ α ξ⎤− ⎦ . (9) 

Тут ( ) ( ) ( )0*
n n nz z zΦ Φ Φ= − , 

( ) ( )30 3 2 21 6 15 15
96

n z
n z e n z n z n z

n!
Φ −= + + + , ( ) 70

0 2 7z z /( !)Φ = ⋅ , 1n ≥ , 

( )n zΦ  – фундаментальний розв’язок рівняння 

( ) ( )
8 6 4

2 2 2
8 6 44 6 2d d dn A n An B

d d dα α α
⎛

− − + − + −⎜
⎝

( )
2

4 2 8
24 n

n
dn n A n ( z ) ( z )

d
Φ δ

α
⎞

− + =⎟
⎠

, 

11 66 66 11
2

11 11 11

4 C K C KA R
D C K

−
=

−
,         2 66 11 66

2
11 11 11

4 C ( C C )B R
D C K

−
=

−
, 

( z )δ  – функція Дірака; 0nδ  – символ Кронеккера. 
Підставляючи співвідношення (9) у формули (7), а результат у (6), 

отримаємо інтегральні представлення для визначення нормального зу-
силля та згинного моменту в довільній точці оболонки. Вимагаючи те-
пер виконання умов (1), отримаємо систему сингулярних інтегральних 
рівнянь 

                              

1

1

2

1
ij

*
j i

j
F ( )K ( )d f ( ),

α

α

ξ ξ α ξ α
= −

− =∑ ∫ 1α α< ,   1 2i ,= ,                 (10) 

де                   [ ]1 2
1 dF ( ) u ( )
R d

ξ ξ
ξ

= ;   [ ]2
2 2

dF ( ) a ( )
d

ξ θ ξ
ξ

= ; 

0
11 11

1
2 2

* zK ( z ) cth K ( z )= − + ;   0
22 2 222
* zK ( z ) a cth K ( z )= + ; 

0
12 21 12
* *K ( z ) K ( z ) K ( z )= = ;   2

1 2
11

4
1
N ( )f

C ( )
π α

μ
=

−
;   2

2 2 2
11

4
1

M ( )f
Ra C ( )

π α
μ

=
−

;  

2 11
2 2

11 1
Da

R C ( )μ
=

−
;   2

2 3 2a η η= − − ;   12

11

C
C

μ = ;   12

11

D
D

η = ; 

0
ijK ( z )  – неперервні функції для всіх значень аргументу [ ]1 12 2z ,α α∈ − . 

Розв’язки системи сингулярних інтегральних рівнянь (10) повинні 
задовольняти умови 

                        
1

1

0mF ( )d
α

α

ξ ξ
−

=∫ , 1 2m ,= ,                                 (11) 

які забезпечують неперервність переміщень 2u  та кута повороту 2θ  у 
вершинах тріщини і випливають із співвідношень (5). 
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Відповідно до моделі в системі (10) невідомі границі інтегрування 
1α , а також зусилля N  та момент M , що відповідають реакції пластич-

них зон на пружний об’єм і задовольняють певну умову пластичності 
тонких оболонок. Вважатимемо, що ФГМ оболонки притаманне зміц-
нення, тому вимагатимемо, щоб N  та M  у пластичній зоні були розпо-
ділені за лінійним законом: 

0 1 01 * *N( ) S ( m )( ) /( ) mα α α α α⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦  

0 1 01 * *M( ) H ( m )( ) /( ) mα α α α α⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦  0 1α α α≤ ≤ .   (12) 

Тут *
B Tm /σ σ= ; S , H  – невідомі сталі, які задовольняють прийн-

яту умову пластичності, наприклад, умову Треска у вигляді пластичного 
шарніру [7]. 

2 22 1T
* *

T[ S /( h )] H /( h )σ σ+ = ,   2 22 1T
* *

T[ N( ) /( h )] M( ) /( h )α σ α σ+ = ,   (13) 

                  T 0 1 0
*

B B( ) ( )( ) /( )σ α σ σ α α α α σ= − − − + . 
При цьому координата нейтрального волокна вздовж пластичної 

зони залишається сталою. 
Умову пластичності (12), (13) використовуємо для визначення до-

вжини пластичної зони, тобто пів довжини фіктивної тріщини 1α . Для 
знаходження невідомих S  та H  застосуємо умову скінченності напру-
жень біля вершин фіктивної тріщини. Для цього достатньо, щоб коефі-
цієнти інтенсивності нормального зусилля та згінного моменту дорів-
нювали нулю, тобто 

1 1 3 1 0K ( l ) K ( l )= = .                                       (14) 
Таким чином, задачу про граничну рівновагу неоднорідної за тов-

щиною пружно-пластичної циліндричної оболонки з поздовжньою трі-
щиною довільної конфігурації зведена до сумісного розв’язання систе-
ми інтегральних рівнянь (10), умов (11), умов пластичності (12), (13) та 
умов обмеженості напружень (14). 

Систему (10) можна розв’язати одним з прямих числових методів, 
наприклад, методом механічних квадратур [11]. Але функції if ( )α  
( 1 2i ,= ), які знаходяться у правих частинах інтегральних рівнянь, мають 
розрив в точці 0 0l / Rα α= = . Порівняння аналітичного розв’язку кано-
нічних сингулярних інтегральних рівнянь (регулярна частина ядер рівна 
нулеві) з розривом у правій частині з відповідним розв’язком, отрима-
ним за допомогою методу механічних квадратур, показало, що викорис-
тання цього методу безпосередньо до системи типу (10) приводить до 
значних похибок у розв’язку в околі точок 0α α= , де поведінка 
розв’язку є найбільш цікавою. Алгоритм числового розв’язування сис-
теми типу (10) сумісно з умовами (11)-(14) приведено в [6]. 
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   Рис. 2                                                           Рис. 3 

Інтегруючи розв’язок системи (10), розкриття тріщини ( , )δ α γ  у дові-
льній її точці визначаємо за формулою  

2 2 1( , ) [ u ( )] [ ( )],δ α γ α γ θ α α α= + < ,   hγ ≤ . 
Числові результати. Як приклад, розглянуто нескінченну цилінд-

ричну оболонку з ФГМ, зовнішня поверхня якої алюміній ( 70ÇE = GPa), 
а внутрішня – германій ( 151BE = GPa). За товщиною модуль пружності 
E( )γ  змінюється за законом [12] 

3 B BE( ) ( E E )V Eγ = − + ,   1
2

m

V ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       2hξ γ= ,               (15) 

а коефіцієнт Пуассона ( ) constν γ = . 
Числовий аналіз проведено для оболонки, що знаходиться під дією 

внутрішнього тиску інтенсивності p  ( 0
2N Rp= , 0

2 0M = ) за таких зна-
чень параметрів: 0 01h / R ,= ; 0 3,ν = ; 1 5B T/ ,σ σ = ; 0 0 1l / R ,= . Оболон-
ка ослаблена внутрішньою поздовжньою параболічною тріщиною 

2
1 1 2 12

0

1d ( ) ( h d d ) h dα α
τ

′ ′ ′= − − − + ,    2
2 1 2 22

0

1d ( ) ( h d d ) h dα α
τ

′ ′ ′= − − − + − , 

1d ′  та 2d ′  віддаль від вершини параболи до внутрішньої та зовнішньої 
поверхонь оболонки. 

На рис.2 показано залежність відносного розкриття фронту тріщини 
00*

B T( , )E /( l )δ δ γ σ=  від відносного навантаження 0 2 Tn Rp /( h )σ= . Су-
цільна лінія відповідає точці A  а штрихова – точці B .  

На рис.3 показано залежність відносної довжини пластичної зони 
біля вершин тріщин 0 0 1l lτ =  від навантаження 0n . Тут криві відпові-
дають тим самим параметрам, що і на рисунку 2. Штрихова лінія відпо-
відає параметру 1 5B T/ ,σ σ =  (матеріал зі зміцненням), а суцільна – 
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1B T/σ σ =  (ідеально пружно-пластичний матеріал). Числовий аналіз 
показав, що “ m ” – показник у поданні (15) – мало впливає на розкриття 
фронту тріщини, коли 3m > . 

Аналіз залежності розкриття тріщини від навантаження проводив-
ся і для випадку, коли невідомі зусилля ( )N α  та момент ( )M α  (реак-
ція пластичної зони на пружний об’єм) задовольняють умову пластич-
ності (13), але змінюються відповідно за квадратичним та кубічним за-
коном, а координата нейтрального волокна nξ  – за лінійним законом. 
Тобто 

( ) 2
0 1 22 TN( ) h n n nα σ α α= + + ,   ( )( ) ( )0 01 1 1*

n mk pξ α τ τ⎡ ⎤= − + − − −⎣ ⎦ ,  

( ) ( )32 2
0 1 2 3T mM( ) h k m m m mα σ ω α α α= + + +                           (16) 

де 
( )0 1 01n v ωτ= + ,    ( )1 2 0 11n v vωτ ω= + − ,    2 2n v ω= − ;  

( )0 1 0 02m vτ ωτ= − + ,    ( ) ( )1 1 0 2 0 02 1 2m v vωτ τ ωτ= + − + ,  

( )2 1 2 02 1m v vω ωτ= − + + ,    ( ) ( )3 2 01 1*m n pω τ= − − − ;  

0 0 1τ α α= ;    mk sgn H= ;    ( ) ( )1 0 01*v m τ τ= − − , 

( ) ( )2 01 1*v m τ= − − ;    0
*

Tm σ σ= ,    ( )2*
Tp Rp hσ= . 

Результати отримані за умов (16), (13) та (12), (13) відрізняються 
не більше 10 %. 

Аналіз проведений для поперечної тріщини показав, що залежність 
параметрів граничної рівноваги *δ  та 0τ  від навантаження, геометрич-
них та механічних параметрів якісно така ж як і для поздовжньої тріщи-
ни, а кількісно на 7-12 % менша. 

Висновок. Якщо за критерій руйнування взяти критерій критично-
го розкриття фронту тріщини, то руйнування циліндричної оболонки з 
ФГМ, для розглянутих геометричних і механічних параметрів і наван-
таження, почнеться на продовженні тріщини в глибину, тобто в точці 
A . Закон розподілу модуля пружності ( )E γ  за товщиною оболонки не-
значно впливає на її граничний стан на відміну від відношення його 
граничних значень 3 BE Å . Умова пластичності мало впливає на роз-
криття тріщини та розміри пластичних зон. 
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The problem on limit equilibrium elastic-plastic of functionally gradient 
material (FGM) made cylindrical shell internal crack arbitrary configuration 
reduced to a system of nonlinear singular integral equations, which is solved, 
the numerical method of mechanical quadratures. 
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