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У теорії систем квазілінійних рівнянь з частинними похідними 

першого порядку важливим є питання обґрунтування наближених мето-

дів розв’язання задачі Коші.    

 У даній роботі для систем квазілінійних рівнянь з частинними по-

хідними першого порядку введено поняття узагальненого розв’язку задачі 

Коші. Також запропоновано аналіз наближеного методу з допомогою па-

раболічної системи диференціальних рівнянь вищих порядків.  

Такий підхід дозволяє зрозуміти, як працюють апроксимації, які є 

аналогом системи Нав’є-Стокса для системи рівнянь гідромеханіки.  

Ключові слова: системи квазілінійних рівнянь, узагальнений 

розв’язок, класичний розв’язок, задача Коші, наближені методи. 

 

1.Для  системи квазілінійних диференціальних рівнянь першого 

порядку розглянемо задачу Коші 

 𝑢𝑡
1 + 𝜑1(𝑢1)𝑥 + 𝜓1(𝑢1, … , 𝑢𝑁) = 0, 

 𝑢𝑡
2 + 𝜑2(𝑢2)𝑥 + 𝜓2(𝑢1, … , 𝑢𝑁) = 0,                                   (1) 

… 

 𝑢𝑡
𝑁 + 𝜑𝑁(𝑢𝑁)𝑥 + 𝜓𝑁(𝑢1, … , 𝑢𝑁) = 0, 

 𝑢1|𝑡=0 = 𝑢0
1(𝑥), 

 𝑢2|𝑡=0 = 𝑢0
2(𝑥)                                             (2) 

… 

mailto:a_kazmerchuk@ukr.net
mailto:anatolii.kazmerchuk@nung.edu.ua
mailto:%20anatolii.kazmerchuk@cnu.edu.ua
mailto:%20anatolii.kazmerchuk@cnu.edu.ua
https://orcid.org/0009-0008-1668-1441


62 

 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. 2026. № 22(83). С.61-66. 

 𝑢𝑁|𝑡=0 = 𝑢0
𝑁(𝑥), 

де  𝑢 = (𝑢1, … , 𝑢𝑁), 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜑𝑗(𝑣) ∈ 𝐶2,𝛼 , |
𝑑𝜑𝑗

𝑑𝑣
| ≤ 𝐾1, 𝜓𝑗(𝑢1, … , 𝑢𝑁) ∈

𝐶1,𝛼 ,  

𝑢0
𝑗(𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑅), 𝑗 = 1, … , 𝑁.  

Вважаємо, що для функцій 𝜁𝑗(𝑣) ∈ 𝐶1(𝑅), 𝑗 = 1, … , 𝑁, викону-

ються нерівності  

 𝜁𝑗(𝑣) > 0,
𝑑𝜁𝑗(𝑣)

𝑑𝑣
𝑣 ≥ 0, 

і   𝜁𝑗(𝑣) → +∞  при |𝑣| → +∞, а при 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0  справджується нері-

вність 

− ∑
𝑑𝜁𝑗(𝑢𝑗)

𝑑𝑢𝑗
𝑁
𝑗=1 𝜓𝑗(𝑢1, … , 𝑢𝑁) ≤ 𝐶 ∑ 𝜁𝑗(𝑢𝑗)𝑁

𝑗=1                            (3)  

Означення 1. Обмежена вимірна вектор-функція 𝑢(𝑡, 𝑥) назива-

ється узагальненим розв’язком задачі (1),(2), якщо  

∀𝑘 ∈ 𝑅1   ∀𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶𝑜,∞((0, 𝑇] × 𝑅1), 𝑓(𝑡, 𝑥) ≥ 0 при кожному 

𝑗 = 1, … , 𝑁   

виконуються нерівності 

𝐿𝑗(𝑢, 𝑘, 𝑓) = − ∬ {|𝑢𝑗 − 𝑘|𝑓𝑡 + 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑢𝑗 − 𝑘) (𝜑𝑗(𝑢𝑗) − 𝜑𝑗(𝑘)) 𝑓𝑥

𝑇+∞

0−∞

− 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑢𝑗 − 𝑘)𝜓𝑗(𝑢1, … , 𝑢𝑁)𝑓} 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 0, 

а початкові умови (2) приймаються у сильному сенсі в 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅) . 

 2.Зазначимо, що  результати існування та єдиності розв’язку задачі 

(1),(2) у випадку 𝑁 = 1  були отримані починаючи з 1950-х років у працях 

Олійник О. А., Кружкова С. М. та Lax P. У випадку 𝑁 > 1  для систем 

рівнянь (1) певного вигляду було отримано результати існування і єдино-

сті узагальненого розв’язку задачі Коші і крайової задачі ([1-3]), а також 

обгрунтування наближених методів загальної природи. 

3.Розглянемо апроксимації задачі (1), (2), які при 𝜀 > 0 будуються 

як класичні розв’язки такої задачі Коші  
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 (𝑢𝜀)𝑡
1 + 𝜑1((𝑢𝜀)1)𝑥 + 𝜓1((𝑢𝜀)1, … , (𝑢𝜀)𝑁) = 𝜀𝐷(0,2𝑚)(𝑢𝜀)1, 

 (𝑢𝜀)𝑡
2 + 𝜑2((𝑢𝜀)2)𝑥 + 𝜓2((𝑢𝜀)1, … , (𝑢𝜀)𝑁) = 𝜀𝐷(0,2𝑚)(𝑢𝜀)2,    (4) 

… 

 (𝑢𝜀)𝑡
𝑁 + 𝜑𝑁((𝑢𝜀)𝑁)𝑥 + 𝜓𝑁((𝑢𝜀)1, … , (𝑢𝜀)𝑁) = 𝜀𝐷(0,2𝑚)(𝑢𝜀)𝑁, 

 

 (𝑢𝜀)1|𝑡=0 = (𝑢0
1(𝑥))

𝜀
, 

 (𝑢𝜀)2|𝑡=0 = (𝑢0
2(𝑥))

𝜀
,                                       (5) 

… 

 (𝑢𝜀)𝑁|𝑡=0 = (𝑢0
𝑁(𝑥))

𝜀
 

зі згладженою початковою вектор-функцією за допомогою оператора 

усереднення. 

 Існування і єдиність розв’язку задачі (4),(5) випливає з результа-

тів і методів в [4]. Зазначимо при цьому, що умови на функції  𝜁𝑗(𝑣)  і 

виконання нерівностей (3)  забезпечують виконання принципу макси-

муму.  

Такий наближений метод довільній обмеженій вектор-функції 

𝑢0(𝑥)  і скалярному параметру 𝜀 > 0 ставить у відповідність сім’ю функ-

цій {𝑢𝜀(𝑡, 𝑥)}. 

При цьому якщо 𝑣𝑎𝑟(𝑢0(𝑥)) < +∞ , то 

𝐿𝑗(𝑢𝜀 , 𝑘, 𝑓) ≤ 𝜀‖∇2𝑚−1𝑓‖𝐶 𝑣𝑎𝑟
𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓

𝑢𝜀(𝑡, 𝑥),                           (6) 

тут ‖∙‖𝐶 – норма у просторі неперервних функцій, 𝑣𝑎𝑟(∙) - варіація у сенсі 

Тонеллі-Чезарі, 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 - носій функції 𝑓. Це випливає з формули Остро-

градського при застосуванні оператора 𝐿𝑗(𝑢𝜀 , 𝑘, 𝑓) з врахуванням рівнянь 

системи (4). 

Зауважимо також, що наближений метод стійкий за початковими 

даними, і для вектор-функцій 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥) стійкими є модулі неперервності  

𝜆(ℎ) за змінною  𝑥  в 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅) і 𝜈𝑡(𝜏) − за змінною  𝑡 в 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅) ([1]). 

Отримано оцінки збіжності наближених розв’язків до узагальне-

ного розв’язку задачі (1),(2) у наступному сенсі. 

 Теорема 1. Нехай  𝑣𝑎𝑟(𝑢0(𝑥)) < +∞  і 𝑣𝑎𝑟(𝑣0(𝑥)) < +∞.  Тоді 

для розв’язків задачі (3),(4)  𝑢𝜀1(𝑡, 𝑥) і 𝑣𝜀2(𝑡, 𝑥) при 𝜀1, 𝜀2 > 0 і таких, що 
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відповідають початковим вектор-функціям 𝑢0(𝑥) та  𝑣0(𝑥),  справджу-

ється оцінка 

‖𝑢𝜀1(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
≤ ‖𝑢0(∙) − 𝑣0(∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)

+ 𝐶(𝜀1 + 𝜀2)𝛿 ,         

(7) 

де 𝛿 ∈ (0,1) залежить від  параметрів системи (3). 

Доведення Нехай 𝜒(𝐾𝑟,𝑇)
ℎ

− усереднення з параметром ℎ  характе-

ристичної функції 𝜒(𝐾𝑟,𝑇)  зрізаного конуса 𝐾𝑟,𝑇 = {(𝑡, 𝑥)|(𝐾1𝑡 + 𝑟)2 ≥

|𝑥|2, 0 < 𝑡 < 𝑇}. З врахуванням оцінки (6)  при 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝜒(𝐾𝑟,𝑇)
ℎ

 отриму-

ємо  ∬ 𝐿𝑗(𝑢𝜀1 , 𝑢𝜀2 , 𝑓)𝑑𝑦𝑑𝜏
𝑇+∞

0−∞
≤ (𝜀1 + 𝜀2)/ℎ2𝑚−1𝐶(𝑇) 𝑣𝑎𝑟

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓
𝑢𝜀,𝑗(𝑡, 𝑥), а 

далі після оптимізації за параметром ℎ отримуємо оцінку (6). 

Теорема 2. Нехай  𝑢0
𝑗(𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑅), 𝑣0

𝑗(𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑅) 𝑗 = 1, … , 𝑁. Тоді 

для розв’язків системи (3),(4)  𝑢𝜀1(𝑡, 𝑥) і 𝑣𝜀2(𝑡, 𝑥) при 𝜀1, 𝜀2 > 0 , і таких, 

що відповідають початковим вектор-функціям 𝑢0(𝑥) та  𝑣0(𝑥),  справ-

джується оцінка 

‖𝑢𝜀1(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
≤ ‖𝑢0(∙) − 𝑣0(∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)

+ 𝜇((𝜀1 + 𝜀2)),        

(8) 

де функція 𝜇(𝜎) → 0, 𝜎 → 0 залежить від сумісного модуля неперервно-

сті 𝜆(𝜎) в  𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)  початкових функції 𝑢0(𝑥) і  𝑣0(𝑥)  та від параметрів 

системи (4).   

           Доведення Для згладжених початкових функцій з допомогою опе-

ратора усереднення справджуються умови теореми 1.  Далі 

‖𝑢𝜀1(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
≤

≤ ‖𝑢𝜀1(𝑡,∙) − 𝑢𝜀1,ℎ(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)

+ ‖𝑢𝜀1,ℎ(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2,ℎ(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
+ 

+‖𝑣𝜀2(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2,ℎ(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
 

А оскільки, враховуючи стійкість наближеного методу, і отримані оцінки 

(6),(7) 

‖𝑢𝜀1(𝑡,∙) − 𝑢𝜀1,ℎ(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
≤ ‖𝑢0(𝑥) − (𝑢0(𝑥))

ℎ
‖

𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)

≤ 𝜆(ℎ), 

‖𝑣𝜀2(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2,ℎ(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
≤ ‖𝑣0(𝑥) − (𝑣0(𝑥))ℎ‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)

≤ 𝜆(ℎ), 
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‖𝑢𝜀1,ℎ(𝑡,∙) − 𝑣𝜀2,ℎ(𝑡,∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)
≤ ‖𝑢0(∙) − 𝑣0(∙)‖𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅)

+ (𝜀1 + 𝜀2)
С𝜆(ℎ)

ℎ2𝑚−1
, 

після оптимізації за параметром ℎ отримаємо оцінку (8). Зауважимо, що 

оцінка (8) забезпечує єдиність узагальненого розв’язку задачі (1),(2). І це 

твердження отримано незалежним способом. 

    Отримані результати є поглибленням і узагальненням результатів 

робіт [1-3]. 

 

Література 

 

1. Казмерчук А.І. До обґрунтування наближених методів розв’язання ква-

зілінійних законів збереження з негладкими даними задачі //Вісник наці-

онального університету “Львівська політехніка”, Прикладна математика.-

2000.-№411.-с.147-151 

2.Казмерчук А.І. Оптимізація швидкості збіжності в методах наближе-

ного розв’язування задачі Коші для системи квазілінійних рівнянь з час-

тинними похідними першого порядку //Прикарпатський вісник НТШ. се-

рія Число.  № 2(46) (2018). с.47-51. doi: 10.31471/2304-7399-2018-2(46)-

47-51https://doi.org/10.31471/2304-7399-2018-2(46)-47-51 

3. Казмерчук А.І. Умовно-коректна задача Коші для системи квазіліній-

них рівнянь з частинними похідними першого порядку // Прикарпатсь-

кий вісник НТШ, серія Число. 18(68) (2023). с.49-53. doi: 10.31471/2304-

7399-2023-18(68)-49-53 

4. Ладыженская О.А., Солонников Н.Н., Уральцева Н.Н. Линейные и 

квазилинейные уравнения параболического типа, Наука, 1967, 736 с.   

 

Статті надійшла до редакційної колегії 15.03.2026р. 

Прийнято до друку 20.04.2026 р. 

 

 

APPROXIMATION BY PARABOLIC SYSTEMS OF PARTIAL  DIF-

FERENTIAL EQUATIONS OF HIGHER ORDER SYSTEMS OF 

QUASILINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE 

FIRST ORDER 

 
A. I. Kazmerchuk1,2*  

1 Ivano-Frankivsk National Technical University of Oil and Gas; 

76019, 15  Karpatska, street, Ivano-Frankivsk, Ukraine; 
2 Vasyl Stephanyk Carpathian National University; 

76000,57 Shevchenko street., Ivano-Frankivsk, Ukraine 

е-mail: a_kazmerchuk@ukr.net, anatolii.kazmerchuk@nung.edu.ua,  anato-

lii.kazmerchuk@cnu.edu.ua 

https://doi.org/10.31471/2304-7399-2018-2(46)-47-51
https://doi.org/10.31471/2304-7399-2023-18(68)-49-53
https://doi.org/10.31471/2304-7399-2023-18(68)-49-53
mailto:a_kazmerchuk@ukr.net
mailto:anatolii.kazmerchuk@nung.edu.ua
mailto:%20anatolii.kazmerchuk@cnu.edu.ua
mailto:%20anatolii.kazmerchuk@cnu.edu.ua
https://orcid.org/0009-0008-1668-1441


66 

 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. 2026. № 22(83). С.61-66. 

 

In the theory of systems of quasilinear partial differential equations of 

the first order, the problem of justification of approximate methods for solving 

the Cauchy problem is important.  

In this work, the concept of a generalized solution of the Cauchy prob-

lem is introduced for systems of quasilinear partial differential equations of the 

first order. An analysis of the approximate method using a parabolic system of 

higher-order differential equations is also proposed.  

This approach allows us to understand how approximations work, 

which are an analogue of the Navier-Stokes system for the system of equations 

of hydromechanics. 

Key words: systems of quasilinear equations, generalized solution, classi-

cal solution, Cauchy problem, approximate methods. 

 

 


