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У статтi дослiджено вiдношення апроксимацiї «значно нижче»
та «значно вище» у гратцi фактор-об’єктiв компактного гаусдорфо-
вого простору. Фактор-об’єкти розглядаються як класи еквiвалентно-
стi неперервних сюр’єкцiй. Основну увагу зосереджено на взаємозв’язку
мiж цими вiдношеннями та структурними властивостями вiдповiдних
фактор-вiдображень. Отримано необхiднi та достатнi умови для того,
щоб один фактор-об’єкт апроксимував iнший знизу. Точнiше, доведено
необхiднi i достатнi умови для того, щоб фактор-об’єкт компактного
гаусдорфового простору був “значно нижче” чи “значно вище” за iнший
його фактор-об’єкт. Показано, що вирiшальну роль у цьому випадку вi-
дiграє скiнченнiсть образу. Для вiдношення «значно вище» встановлено
характеристику через еквiвалентностi зi скiнченним носiєм та iзольо-
ваними точками. Результати роботи поглиблюють розумiння апрокси-
мацiйних вiдношень у теорiї частково впорядкованих множин i тополо-
гiчнiй алгебрi.

Ключовi слова: Вiдношення “значно нижче”, вiдношення “значно
вище”, вiдношення апроксимавцiї, фактор-об’єкт, компакт.

Вступ
Вiдношення апроксимацiї “значно нижче” та “значно вище” [2] є кла-
сичними об’єктами дослiдження у топологiчнiй алгебрi та iнструментом
теоретичних комп’ютерних наук, зокрема, денотацiйної семантики мов
програмування. Вони формалiзують природну i широко вживану iдею
наближення точного знання приблизним “з запасом” i довели свою ко-
риснiсть i в iнших галузях, наприклад, при дослiдженнi гiперпросторiв.

Вiдношення апроксимацiї у рiзних частково впорядкованих множи-
нах можуть мати досить складну будову [3], бути як “бiдними”, так i

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2026. – № 22(83). – с.88-94.
*Вiдповiдальний автор © К.М. Копорх, О.Я. Микицей, 2026
Ця робота лiцензована на умовах CC BY-NC-ND 4.0 cbnd

https://orcid.org/0000-0002-9440-6137
https://orcid.org/0000-0001-7958-5950
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/


МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 89

“багатими”. Вiдомо [2], що цi вiдношення визначають кориснi топологiї
(Скотта та Лоусона), якi часто збiгаються з топологiями, впровадженими
iншими рацiональними способами [4].

Наприклад, на гiперпросторi (множинi пiдоб’єктiв) компакта вiдно-
шення апроксимацiї згори (“значно вище”) визначає класичну топологiю
Вiторiса. Цим мотивується наш намiр дослiдити вiдношення апроксима-
цiї на двоїстих конструкцiях — множинах фактор-об’єктiв.

1. Фактор-об’єкти компактiв
Нагадаємо означення фактор-об’єкта [1]. У довiльнiй категорiї C епi-
морфiзми f : X → Y та g : X → Y ′ вважаємо еквiвалентними, якщо iснує
такий iзоморфiзм ϕ : Y → Y ′, що ϕ ◦ f = g. Фактор-об’єктом об’єкта X
називаємо клас еквiвалентностi епiморфiзмiв з початком X .

Зауважимо, що у загальному випадку у категорiї, що не є малою
(а такими є бiльшiсть реальних категорiй алгебри, топологiї i аналiзу)
епiморфiзми з фiксованим початком не утворюють множини, однак часто
класам еквiвалентностi можна зiставити певнi стандартнi зображення,
якi утворюють множину, а тодi i сукупнiсть фактороб’єктiв фiксованого
об’єкта виявляється множиною.

Наприклад, у категорiї компактiв (компактних гаусдорфових про-
сторiв) Comp фактороб’єкт — клас епiморфiзму (неперервної сюр’єкцiї)
f : X →Y — однозначно визначається вiдношенням еквiвалентностi на X ,
а саме x1 ∼ f x2 ⇐⇒ f (x1) = f (x2). За загальновiдомою лемою Алексан-
дрова iснує бiєкцiя мiж фактороб’єктами X та вiдношеннями еквiвален-
тностi, замкненими у X ×X , детальнiше див. [5].

Там же запроваджено частковий порядок на множинi Φ(X) факто-
роб’єктiв компакта X . Вважаємо, що [ f ] передує [g] (є меншим чи рiвним
йому), пишучи [ f ]≼ [g] чи [g]≽ [ f ], якщо iснує епiморфiзм ϕ , для якого
ϕ ◦ g = f , чи, рiвносильно, ∼ f ⊃ ∼g (класи еквiвалентностi ∼ f є “груб-
шими” — об’єднаннями класiв еквiвалентностi ∼g).

Тодi найменшим елементом Φ(X) є тривiальний фактор-об’єкт, тоб-
то клас сталого вiдображення, а найбiльшим — клас тотожного вiдобра-
ження. У [5] доведено, що (Φ(X),≼) є повною граткою.

2. Характеризацiя вiдношення “значно нижче”
Вiдношення “значно нижче”≪, iнакше назване вiдношенням апроксима-
цiї знизу, вводиться у довiльнiй частково впорядкованiй множинi (S,⩽).
Кажемо, що x0 значно нижче за x чи апроксимує x знизу, пишучи x0 ≪
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x, якщо для кожної напрямленої вгору пiдмножини D, якщо x ⩽ supD
(зокрема, ця точна верхня грань iснує), то iснує елемент d ∈ D, для якого
x0 ⩽ d [2].

Якщо для кожного елемента x ∈ S всi елементи x0 ≪ x утворюють
напрямлену вгору множину, причому їх точна верхня грань рiвна x, то
(S,⩽) називають неперервною.

Розглянемо вiдношення “≪” у множинi Φ(X) фактороб’єктiв ком-
пакта X . Надалi всi простори вважаємо компактами.

Лема 2.1. Якщо образ X0 епiморфiзму f0 : X → X0 є нескiнченним, то
клас [ f0] не є значно нижчим вiд жодного класу [ f ] ∈ Φ(X).

Доведення. Оскiльки X0 нескiнченний, можемо обрати у X послiдов-
нiсть, образи всiх елементiв якої щодо f0 рiзнi. Користуючись компа-
ктнiстю X , оберемо з неї пiдпослiдовнiсть (xn)

∞
n=1, збiжну до x0, причому

можна вважати, що значення f (x0), f (x1), f (x2), f (x3), . . . теж рiзнi. За не-
перервнiстю f (xn)→ f (x0) при n → ∞. Для всiх n = 1,2,3, . . . пiдмножини

Xn = {x0,xn,xn+1,xn+2, . . .} замкненi, X1 ⊃ X2 ⊃ X2 ⊃ . . . , i
∞⋃

n=1
Xn = {x0}.

Для фактор-вiдображень qn : X →X/Xn
, якi склеюють пiдмножини Xn ⊂X

в точки, маємо зростаючу послiдовнiсть Q фактор-об’єктiв [q1] ≼ [q2] ≼
[q3]≼ . . . . Легко бачити, що її точною гранню є клас тотожного вiдобра-
ження — найбiльший елемент Φ(X), тому [ f ]≼ supQ. З iншого боку, для
кожного n = 1,2,3, . . . маємо qn(xn) = qn(x0), однак f0(xn) ̸= f0(x0), тому
[ f0] ̸≼ [qn]. Цим доведено неможливiсть [ f0]≪ [ f ].

Лема 2.2. Якщо образ X0 епiморфiзму f0 : X → X0 є скiнченним, то клас
[ f0] є значно нижчим вiд кожного класу [ f ] ∈ Φ(X), якому вiн передує.

Доведення. Нехай X0 = {x1,x2, . . . ,xn} — n-точковий компакт, тодi X роз-
бивається на непорожнi вiдкрито-замкненi множини Xk = ( f0)

−1(xk), k =
1,2, . . . ,n. Якщо f є сюр’єкцiєю компактiв X → Z, то за припущенням
f (Xk)∩ f (Xl) =∅ для всiх k ̸= l.

Якщо D = {[di] | i ∈ I }, де di : X → Yi — напрямлена вгору сiм’я
фактороб’єктiв, i supD = [d] ≽ [ f ], d : X → Y , то вiдображення di в су-
купностi вiдокремлюють всi пари точок X , якi вiдокремлює f . Тодi для
кожного k сiм’я замкнених множин {di

−1(di(Xk)) | i ∈I } є напрямленою
вниз, всi вони мiстять Xk, i їх перетин мiститься у вiдкрито-замкненiй
множинi f−1( f (Xk)) = Xk. Отже, за лемою Шури-Бури di

−1(di(Xk)) = Xk
для деякого i, яке ми позначимо ik.
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Залишилося взяти довiльний фактор-об’єкт [d j] з даної родини, який
слiдує за всiма [di1], [di2], . . . , [din], тодi d j

−1(d j(Xk)) = Xk для всiх 1 ⩽ k ⩽
n, тобто образи d j(Xk) для рiзних k не перетинаються. Звiдси випливає
[ f0]≼ [d j], що завершує доведення f0 ≪ f .

Об’єднуючи цi леми, отримуємо характеризацiю вiдношення “зна-
чно нижче” у Φ(X).

Теорема 2.1. Клас [ f0] апроксимує знизу клас [ f ] у Φ(X), якщо i тiльки
якщо [ f0] передує [ f ] i образ f0 є скiнченним.

3. Характеризацiя вiдношення “значно вище”
Означення нижче [2] є двоїстими до попереднiх. Кажемо, що x0 значно
вище за x чи апроксимує x згори, пишучи x0 ≫ x, якщо для кожної на-
прямленої вниз пiдмножини D, якщо x ≥ infD (зокрема, ця точна нижня
грань iснує), то iснує елемент d ∈ D, для якого x0 ≥ d [2].

Якщо для кожного елемента x ∈ S всi елементи x0 ≫ x утворюють
напрямлену вниз множину, причому їх точна нижня грань рiвна x, то
(S,⩽) називають двоїсто неперервною.

Наступне означення не є стандартним i вживається тiльки у цiй стат-
тi для спрощення.

Означення 3.1. Носiєм вiдношення еквiвалентностi “∼” на множинi X
називаємо множину

supp(∼) = {x ∈ X | iснує y ∈ X ,y ̸= x,y ∼ x}.

Iнакше кажучи, носiй вiдношення еквiвалентностi складається з еле-
ментiв, еквiвалентних до iнших елементiв. Позначимо E f (X) множину
всiх вiдношень еквiвалентностi на X зi скiнченними носiями.

Лема 3.1. Еквiвалентне замикання об’єднання вiдношень ∼1,∼2 ∈ E f (X)
(тобто найменше вiдношення еквiвалентностi, що мiстить обидва данi
вiдношення) теж має скiнченний носiй.

Зауважимо, що за лемою Шури-Бури кожне вiдношення ∼ ∈ E f (X)
на компактi X визначає його фактороб’єкт [q∼], i з останньої леми ви-
пливає, що такi фактороб’єкти утворюють нижню пiднапiвгратку гратки
(Φ(X),≼), а тому i напрямлену вних пiдмножину Φ f (X). Її точна нижня
грань є тривiальним фактор-об’єктом (класом сталого вiдображення), от-
же, infΦ f (X) ≼ [ f ] для кожного [ f ] ∈ Φ(X). Якщо [ f0]≫ [ f ], то повинно
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бути [q]≼ [ f0] для деякого [q] ∈ Φ f (X). Однак Φ f (X) є верхньою множи-
ною, тобто кожний елемент Φ(X), що слiдує за елементом Φ f (X), сам
належить до Φ f (X). Звiдси випливає, що тiльки елементи Φ f (X) можуть
бути значно вище вiд довiльних елементiв Φ(X).

Теорема 3.1. Клас [ f0] апроксимує згори клас [ f ] у Φ(X), якщо i тiльки
якщо [ f0] слiдує за [ f ] i є визначеним вiдношенням еквiвалентностi “∼”
зi скiнченним носiєм, причому всi точки supp(∼) iзольованi в X .

Доведення. Необхiднiсть [ f0] ∈ Φ f (X) показано вище. Припустимо, що
гранична точка x ∈ X належить носiєвi вiдповiдного вiдношення “∼”,
тобто iснує точка y ̸= x, y ∼ x. Нехай V — родина всiх вiдкритих околiв
точки x, i qV : X → X/X \V — фактор-вiдображення для кожного V ∈ V .

Оскiльки [qV∩V ′] передує обом класам [qV ] i [qV ′], то сiм’я {[qv] |V ∈CCV}
напрямлена вниз у Φ(X), її точна нижня грань є тривiальним фактор-
об’єктом, тому передує [ f ], однак [qV ] ̸≼ [ f0], тому [ f0]≫ [ f ] є неможли-
вим.

Доведемо достатнiсть. Нехай [ f0] слiдує за [ f ] i є визначеним вiд-
ношенням еквiвалентностi “∼” зi скiченним носiєм {x1,x2, . . . ,xn}, то-
чки якого iзольованi в X . Якщо множина D ⊂ Φ(X) напрямлена вниз i
має iнфiмум, що передує [ f ], то для всiх xi ∼ x j, 1 ⩽ i < j ⩽ n, маємо
f (xi) = f (x j), звiдки випливає iснування [di j] ∈ D, di j(xi) = di j(x j). Iснує
елемент [d] ∈ D, що передує всiм [di j], тодi [d]≼ [ f0], що завершує дове-
дення [ f0]≫ [ f ].

4. Висновки та майбутнi дослiдження
Ми отримали повнi характеризацiї вiдношень апроксимацiї знизу i зго-
ри у гратцi Φ(X) фактор-об’єктiв фiксованого компакта X . Наступним
кроком буде з’ясування, якi елементи цiєї гратки є точними верхнiми
(нижнiми) гранями елементiв, що є значно нижчими (вiдповiдно значно
вищими). Це дозволить встановити вимоги на простори та обмеження на
властивостi фактор-об’єктiв, необхiднi, щоб отримати неперервнi (дво-
їсто неперервнi) частково впорядкованi множини.
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OBJECTS OF COMPACTA

K.M. Koporkh∗ , O.Ya. Mykytsey
Vasyl Stefanyk Carpathian National University;

76018, 57 Shevchenka street, Ivano-Frankivsk, Ukraine
e-mail: kateryna.koporkh@cnu.edu.ua, oksana.mykytsei@cnu.edu.ua

The paper investigates the approximation relations “way below” and
“way above” in the lattice of quotient objects of a compact Hausdorff
space. Quotient objects are treated as equivalence classes of continuous
surjections. The study focuses on structural links between these relations
and properties of the corresponding factor maps. Necessary and sufficient
conditions are obtained for one quotient object to approximate another from
below. Exactly, we prove necessary and sufficient conditions for a quotient
object of a compact Hausdorff space to be “way below” or “way above”
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another its quotient object. It is shown that finiteness of the image plays a
crucial role in this case. For the “way above” relation, a characterization
is given in terms of equivalence relations with finite support and isolated
points. The results contribute to a deeper understanding of approximation
relations in the theory of partially ordered sets and topological algebra.
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