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У роботi дослiджуються додатно визначенi ядра вiд двох змiнних,
асоцiйованi з елiптичним диференцiальним виразом другого порядку, що
мiстить молодшi коефiцiєнти. Для зазначеного класу операторiв вста-
новлено необхiдну i достатню умову iснування iнтегрального зображе-
ння ядра у формi розкладу за фундаментальною системою операторно-
генерованих функцiоналiв вiдносно матричнозначної аналiтичної мiри.
Запропонована конструкцiя узагальнює класичну схему iнтегральних зо-
бражень типу Лапласа на випадок несамоспряжених диференцiальних
структур. Отриманi результати забезпечують конструктивну параме-
тризацiю класу допустимих ядер через спектральнi данi вiдповiдного
оператора, що вiдкриває новi можливостi для аналiзу кореляцiйних фун-
кцiй у теорiї випадкових полiв та спектральної теорiї.

Ключовi слова: додатно визначене ядро; iнтегральне зображення;
елiптичний оператор; спектральна мiра.

Вступ
Додатно визначенi (д.в.) ядра та вiдповiднi їм гiльбертовi простори з вiд-
творюючим ядром (Reproducing Kernel Hilbert Spaces, RKHS) становлять
фундаментальний базис сучасного гармонiчного аналiзу, теорiї операто-
рiв, теорiї апроксимацiї та стохастичного моделювання. У новiтнiх дослi-
дженнях RKHS особлива увага придiляється поєднанню їхнiх структур-
них властивостей з операторно-теоретичними пiдходами [1, 2]. Зокрема,
у контекстi теорiї апроксимацiї ядернi зображення є визначальними для
аналiзу стiйкостi, власних пiдпросторiв та спектральних характеристик
асоцiйованих iнтегральних операторiв [3].
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Сучаснi науковi розвiдки дедалi частiше акцентують на важливо-
стi операторно-адаптованих ядер. У задачах геометричного аналiзу спе-
ктральнi конструкцiї на основi оператора Лапласа-Бельтрамi дають змогу
побудувати фундаментальнi класи ядер для гаусових процесiв на много-
видах [4, 5]. Водночас у сферi чисельного розв’язання диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних методи на основi ядер виокремилися в
ефективну методологiчну базу для навчання операторiв [7]. Зазначенi
тенденцiї зумовлюють актуальнiсть розробки явних теорем про зобра-
ження, що встановлюють аналiтичний зв’язок мiж властивiстю додатної
визначеностi ядра та структурою вiдповiдного диференцiального опера-
тора.

Класичним орiєнтиром є випадок Лапласа, де додатно визначенi
ядра допускають iнтегральнi зображення, пов’язанi з

L =
∂ 2

∂x2
1
+

∂ 2

∂x2
2
. (1)

У цiй статтi ми розглядаємо додатно визначенi ядра, пов’язанi з
виразом другого порядку елiптичного типу

L =
∂ 2

∂x2
1
+

∂ 2

∂x2
2
+a

∂

∂x1
− ib

∂

∂x2
. (2)

Наукова новизна одержаних результатiв полягає у такому: по-перше,
встановлено необхiдну i достатню умову iснування iнтегрального зобра-
ження додатно визначених ядер, асоцiйованих iз диференцiальним вира-
зом (2); по-друге, iдентифiковано вiдповiдну матричнозначну аналiтичну
мiру, що забезпечує параметризацiю таких зображень. Запропонований
пiдхiд дозволяє узагальнити класичну схему Лапласа на ширший клас
елiптичних операторiв iз молодшими членами, що дає змогу сформулю-
вати конструктивну операторно-адаптовану теорему про зображення.

1. Основнi результати
Аналiз лiтератури, наведений у Вступi, обґрунтовує доцiльнiсть перехо-
ду вiд загальних концепцiй RKHS до побудови операторно-специфiчних
зображень. У контекстi дослiдження властивостей додатної визначеностi
крiзь призму елiптичних операторiв, ключовою науковою проблемою є
можливiсть зображення ядра у формi, узгодженiй зi спектральною стру-
ктурою диференцiального виразу (2). Розв’язання цiєї задачi забезпечує
наведена нижче теорема.
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Значущiсть отриманого результату полягає у трьох аспектах. По-
перше, теорема встановлює повну характеристику розглянутого класу
ядер у формi необхiдних i достатнiх умов, що гарантує не лише кон-
структивнiсть, а й вичерпнiсть запропонованого пiдходу. По-друге, iден-
тифiкацiя матричнозначної аналiтичної мiри як внутрiшнього параметра
зображення дозволяє експлiкувати механiзм кодування властивостi дода-
тної визначеностi у спектральних даних оператора. По-третє, отриманi
результати забезпечують узагальнення класичного iнтегрального зобра-
ження типу Лапласа на випадок елiптичних операторiв iз молодшими
членами. Це суттєво розширює сукупнiсть ядер, що пiдлягають дослi-
дженню в межах єдиного аналiтичного базису.

У роботi доведено теорему, що встановлює аналiтичний зв’язок мiж
механiзмом представлення ядра та структурою оператора (2). Аргумен-
тацiя будується на аналiзi взаємодiї мiж властивiстю додатної визначе-
ностi, спектральним розкладом та операторною узгодженiстю. Доста-
тнiсть: у межах диференцiального обмеження LxK = LyK здiйснюється
побудова iнтегрального зображення iз залученням фундаментальної си-
стеми операторно-генерованих функцiоналiв та елементарних ядер. Не-
обхiднiсть: обґрунтовується зворотна iмплiкацiя, згiдно з якою на осно-
вi iнтегрального зображення вiдновлюються операторна тотожнiсть та
структура додатної визначеностi через асоцiйовану матричнозначну ана-
лiтичну мiру. Сукупнiсть цих етапiв забезпечує повну характеристику
дослiджуваного класу ядер.

Теорема 1.1. Нехай K(x,y)∈C(R2×R2) — ядро д.в.; χ
(0)
ξ

(x;λ ) i χ
(1)
ξ

(x;λ )

— функцiонали, визначенi в просторi Z цiлих функцiй з рiвномiрною збi-
жнiстю на кожнiй обмеженiй множинi. Для того, щоб при кожних
x,y ∈ R2 мало мiсце iнтегральне зображення

K(x,y) =
∞∫

−∞

1

∑
α,β=0

(χ
(α)
ξ

(x,λ )⊗χ
(β )
η (y,λ ),dσ

α,β
ξ η

(λ )) (3)

необхiдно i досить, щоб ядро K(x,y) задовольняло (у сенсi узагальнених
функцiй Л. Шварца) рiвнянню

LxK = LyK, (4)

i ∑(λ ) =
∥∥σ

(α,β )
ξ ,η

∥∥1
α,β=0 – аналiтична мiра, яка визначається неоднозна-

чно.
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Достатнiсть

Нехай ядро K(x,y) ∈C(R2 ×R2) є д. в. i для нього виконується (4), тодi,
згiдно з теоремою 3.2, с. 653 [6], маємо iнтегральне зображення у виглядi
абсолютно збiжного iнтегралу

K(x,y) =
∞∫

∞

Ωλ (x,y)dρ(λ ), (5)

де dρ(λ ) — деяка мiра, а Ωλ (x;y) — сiмейство елементарних д.в. ядер.
Покажемо, що зображення (5) задовольняє умову (4). Для цього знайдемо
розв’язок рiвняння Lu = λu. Нехай u(x1,x2) — розв’язок рiвняння на всiй
площинi

∂ 2u
∂x2

1
+

∂ 2u
∂x2

2
+a

∂u
∂x1

− ib
∂u
∂x2

= λu. (6)

Вiдомо, що кожен розв’язок елiптичного рiвняння з аналiтичними ко-
ефiцiєнтами є аналiтичним, отже, якщо коефiцiєнти (2) сталi, то iснує
цiла функцiя u(z1,z2) по кожнiй iз комплексних змiнних z1 = x1 + iy1 i
z2 = x2+ iy2 така, що збiгається з функцiєю u(x1,x2), якщо z1 = x1; z2 = x2
задовольняють умову (6).

Нехай v(x1;x2) = u(x1, ix2), тодi рiвнiсть (6) матиме вигляд

∂ 2v

∂x2
1
− ∂ 2v

∂x2
2
+a

∂u
∂x1

+b
∂v
∂x2

= λv (7)

Розв’язуючи рiвняння (7) методом Рiмана, отримуємо зображення v через
вихiднi данi [див. [6] с. 137]

v(x1;x2) =
1
2

[
v(x1 − x2,0)e(

−a+b
2 )x2 + v(x1 + x2,0)e(

a+b
2 )x2

]
−

−1
4

be
b
2 x2

x1+x2∫
x1−x2

J0

(
√

c1 ·
√

(x1 −ξ )2 − x2
2

)
· e−

a
2 (x1−ξ ) · v(ξ ,0)dξ−

(8)

−1
2

e
b
2 x2

√
c1·x2

x1+x2∫
x1−x2

J1

(√
c1

√
(x1 −ξ )2 − x2

2

)
√
(x1 −ξ )2 − x2

2

· e−
a
2 (x1−ξ ) · v(ξ ,0)dξ+
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+
1
2

e
b
2 x2

x1+x2∫
x1−x2

J0

(
√

c1 ·
√

(x1 −ξ )2 − x2
2

)
· e−

a
2 (x1−ξ ) · v′η(ξ ,0)dξ ,

де c1 = (−4λ −a2 −b2), J0, J1 функцiї Бесселя.
Функцiя v(z1;z2) має змiст для довiльних z1,z2 i буде цiлою по ко-

жнiй змiннiй та цiлою зокрема v(z1;0), а отже, i v′2(z1;0). Оскiльки J0, J1
є цiлими функцiями, J0 — парна, а J1 — непарна функцiя Бесселя, то ядра
в (1) також будуть цiлими по змiннiй x2. Звiдси випливає, що кожен член
у правiй частинi (1) можна продовжити вздовж x2 у комплексну площи-
ну z2. Покладаючи z2 = −ix2 та враховуючи, що v(x1;−ix2) = u(x1;x2),
отримуємо наступний розв’язок (6)

u(x1;x2) =
1
2

[
u(x1 + ix2,0)e(

−a+b
2 )ix2 +u(x1 − ix2,0)e(

a+b
2 )ix2

]
−

−1
4

ibe
b
2 ix2

x1−ix2∫
x1+ix2

J0

(
√

c1 ·
√

(x1 −ξ )2 + x2
2

)
· e−

a
2 (x1−ξ ) ·u(ξ ,0)dξ−

−1
2

e
b
2 ix2

√
c1x2

x1−ix2∫
x1+ix2

J1

(√
c1

√
(x1 −ξ )2 + x2

2

)
√

(x1 −ξ )2 + x2
2

e−
a
2 (x1−ξ )u(ξ ,o)dξ+

+
1
2

e
b
2 ix2

x1−ix2∫
x1+ix2

J0

(
√

c1

√
(x1 −ξ )2 + x2

2

)
· e−

a
2 (x1−ξ ) ·u′η(ξ ,0)dξ ,

(x1,x2) ∈ E2.

(9)

Iнтегрування виконується вздовж будь-якої дуги комплексної пло-
щини, що з’єднує точки x1 + ix2 та x1 − ix2.

Запишемо формулу (9) у спрощеному виглядi.
Для цього позначимо через Z простiр цiлих функцiй ϕ(ξ ) однiєї

комплексної змiнної ξ з рiвномiрною збiжнiстю на кожнiй обмеженiй
множинi. Тодi рiвняння (

X (0)
ξ

(x;λ ),ϕ(ξ )
)
=

=
1
2

[
ϕ(x1 + ix2,0)e(

−a+b
2 )ix2 +ϕ(x1 − ix2,0)e(

a+b
2 )ix2

]
−

(10)
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−1
4

ibe
b
2 ix2

x1−ix2∫
x1+ix2

J0

(
√

c1 ·
√

(x1 −ξ )2 + x2
2

)
· e−

a
2 (x1−ξ ) ·ϕ(ξ )dξ−

−1
2

ei b
2 x2

√
−c2 · x2

x1−ix2∫
x1+ix2

J1

(√
c1 ·
√

(x1 −ξ )2 + x2
2

)
√
(x1 −ξ )2 + x2

2

· e−
a
2 (x1−ξ ) ·ϕ(ξ )dξ ;

(
X (1)

ξ
(x;λ ),ϕ(ξ )

)
=

1
2

e
b
2 ix2

x1−ix2∫
x1+ix2

J0

(√
c
√
(x1 −ξ )2 + x2

2

)
e−

a
2 (x1−ξ )

ϕ(ξ )dξ

визначають лiнiйнi неперервнi функцiонали χ(0)(x;λ ) та χ(1)(x;λ ) у про-
сторi Z. Отже, у позначеннях (10) формула (9) має такий вигляд

u(x) = u(x1,x2) =
(

X (0)
ξ

(x;λ ) ;u(ξ ,0)
)
+
(

X (1)
ξ

(x;λ ) ;u′η(ξ ,0)
)
=

= u0 (x1,x2)+u1(x1,x2), (x = (x1,x2) ∈ E2).
(11)

Оскiльки u0(x1,x2) та u1(x1,x2) задовольняють умови

u0(x1,0) = u(x1,0),
∂u0(x1,0)

∂x2
= 0;

u1(x1,0) = 0,
∂u1(x1,0)

∂x2
=−iu′x2

(x1,0),

то функцiї u0(x1,x2) i u1(x1,x2) є лiнiйно незалежними. А тому, функцiї

X (0)
ξ

(x;λ ) i X (1)
ξ

(x;λ ) утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiв-

няння (2), де X (1)
ξ

(x;λ ) у звичайному розумiння, а X (0)
ξ

(x;λ ) в загально-
му. За допомогою цих розв’язкiв, ми будемо виражати елементарне ядро.

Для цього введемо простiр Z⊗Z, який складається з функцiй ϕ(ξ ;η)
двох комплексних змiнних ξ ,η , цiлих по кожнiй змiннiй. Збiжнiсть у
Z ⊗Z є рiвномiрною в кожнiй обмеженiй (у просторi ((ξ ;η) ∈ C2) мно-

жинi. Далi побудуємо Xα

ξ
⊗ Xβ

ξ
(α,β = 0,1). Нехай, наприклад, для

α = 0, β = 1, маємо(
X (0)

ξ
(x;λ )

)
⊗
(

X (1)
η (y;λ ),ϕ(ξ ,η)

)
=

=
1
4

y1−iy2∫
y1+iy2

[
ϕ (x1 + ix2,η)e(−

a+b
2 )ix2 +ϕ (x1 − ix2,η)e(

a+b
2 )ix2

]
·
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·Jo

(
√

c1

√
(x1 −η)2 + x2

2

)
· e−

a
2 (x1−η)dη−

−1
8

ibeibx2 ·
x1−ix2∫

x1+ix2

y1−iy2∫
y1+iy2

Jo

(
√

c1

√
(x1 −η)2 + x2

2

)
· e−

a
2 (x1−ξ )·

·Jo

(
√

c1

√
(x1 −η)2 + x2

2

)
· e−

a
2 (x1−η) ·ϕ(ξ ,η)dξ dη−

−1
4

eibx2
√

c1 · x2

x1−ix2∫
x1+ix2

y1−iy2∫
y1+iy2

J1

(√
c1

√
(x1 −ξ )2 + x2

2

)
√
(x1 −ξ )2 + x2

2

· e−
a
2 (x1−ξ )·

·Jo

(
√

c1

√
(x1 −η)2 + x2

2

)
· e−

a
2 (x1−η) ·ϕ(ξ ,η)dξ dη ,

(x = (x1,x2), y = (y1,y2) ∈ E2).

Нехай тепер Ωλ (x,y) — сiмейство елементарних д.в. ядра з (5) для
ядра K(x,y). За змiнними x та y Ωλ (x,y) задовольняє умову (6), тому
ця функцiя є цiлою за змiнними x1, x2, та y1, y2 i кожного ξ Ωλ ((ξ ,0),y)

i
∂Ωλ

∂x2
((ξ ;0),y) задовольняє за змiнною y, рiвняння (6), а тому для ядра

Ωλ (x,y) спочатку для x, а вже потiм, аналогiчно для y, можемо застосу-
вати умову (11). В результатi отримуємо

Ωλ (x,y) =
1

∑
α,β=0

(
χ
(α)
ξ

(x;λ )⊗χ
(β )
η (y;λ ) ,Ω

(α,β )
λ

((ξ ,0) ,(η ,0))
)
, (12)

де

Ω
(0,0)
λ

((ξ ,0) ,(η ,0)) = Ω
λ
((ξ ,0) ,(η ,0)) ;

Ω
(1,0)
λ

((ξ ,0) ,(η ,0)) =
∂Ω

λ

∂x2
((ξ ,0) ,(η ,0)) ;

Ω
(0,1)
λ

((ξ ,0) ,(η ,0)) =
∂Ω

λ

∂y2
((ξ ,0) ,(η ,0)) ;

Ω
(1,1)
λ

((ξ ,0) ,(η ,0)) =
∂ 2Ω

λ

∂x2∂y2
((ξ ,0) ,(η ,0)) .

Пiдставляючи (12) у (5), i поклавши

σ
(α,β )
ξ ,η

(∆) =
∫
∆

Ω
(α,β )
λ

((ξ ,0) ,(η ,0))dρ (λ ) ,
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отримаємо зображення (3).
Iнтеграл (3) розумiємо як

∞∫
−∞

1

∑
α,β

(χ
(α)
ξ

(x,λ )⊗χ
(β )
η (y;λ ), dσ

(α,β )
ξ ,η

(λ )) =

= lim
N

∑
n=1

1

∑
α,β

(χ
(α)
ξ

(x,λ )⊗χ
(β )
η (λv), σ

(α,β )
ξ ,η

(∆n)),

де ∆1, . . .∆N – розбиття осi (−∞,∞) на iнтервалi λv ∈ ∆n, а границя бере-

ться за продовженням розбиття. Якщо значення χ
(α)
ξ

(λ ) достатньо мале,
то λ є достатньо великим, а тому дана границя iснує i не залежить вiд
способу розбиття та вибору точок λv ∈ ∆n.

Далi доведемо аналiтичнiсть мiри ∑(∆). Для цього розглянемо ма-

трицю ∑(λ ) =
∥∥∥σ

(α,β )
ξ ,η

(λ )
∥∥∥1

α,β=0
– елементами якої є функцiї σ

(α,β )
ξ ,η

(λ )

– цiлi по змiнних ξ , η i обмеженої варiацiї по λ . Покажемо, що ця ма-
триця є аналiтичною мiрою, тобто що ∑(∆) = ∑(b)−∑(a) (∆ = (a,b))
– додатно визначена в даному сенсi, а саме для довiльних функцiоналiв
t(0)
ξ

, t(1)
ξ

, визначених у просторi Z, виконується нерiвнiсть

1

∑
α,β

(
σ
(α,β )
ξ ,η

(∆) , t(α)
ξ

⊗ t(β )η

)
> 0.

Так визначену мiру ∑(∆) будемо називати аналiтичною.
Отже, для початку виберемо пару точок xα ∈ R1 (α = 0,1) так, щоб

матриця
∥∥∥χα

ξ
(xα)

∥∥∥1

α=0
була невиродженою, а кожний функцiонал зобра-

зимо у виглядi

t(α)
ξ

=
1

∑
k=0

Ckχ
(α)
ξ

(xk;λ ) (α = 0,1).

Тодi

1

∑
α,β=0

(
σ
(α,β )
ξ ,η

(∆), t(α)
ξ

⊗ t(β )η

)
=

=
1

∑
α,β=0

∫
∆

(
Ω

(α,β )
λ

((ξ ,0),(η ,0))t(α)
ξ

⊗ t(β )η

)
dρ(λ )=
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=
1

∑
α,β=0

∫
∆

(
Ω

(α,β )
λ

((ξ ,0),(η ,0))
1

∑
α,β=0

C jCkχ
(α)
ξ

(x j;λ )⊗χ
(β )
ξ

(xη ;λ )

)
dρ(λ )=

=
∫
∆

1

∑
j,k

Ωλ

((
ξ ,x j

)
,(η ,χk)

)
C jCkdρ (λ )⩾ 0.

Достатнiсть доведена.

Необхiднiсть

Нехай маємо iнтегральне зображення (3). Доведемо рiвнiсть (4).

Оскiльки ядро Ωλ (x,y) =
1
∑

α,β=0

(
χ
(α)
ξ

(x;λ )⊗χ
(β )
η (y;λ )

)
, сумується по

(x,y,λ ) ∈ ℑ×ℑ×R2 (ℑ ∈ R2 та обмежене) вiдносно мiри dxdydρ(λ ), то
справедливими є наступнi мiркування

〈
L+u,v

〉
=
∫
ℑ

∫
ℑ

{∫
R2

Ωλ (x;y)dρ (λ )

}(
L+u

)
(y)v(x)dxdy =

=
∫
R2

{∫
ℑ

∫
ℑ

Ωλ (x;y)
(
L+u

)
(y)v(x)dxdy

}
dρ (λ ) =

=
∫
R2

{∫
ℑ

∫
ℑ

(
L+

y Ωλ

)
(x;y)u(y)v(x)dxdybigg}dρ (λ ) =

=
∫
R2

{∫
ℑ

∫
ℑ

(
L+

x Ωλ

)
(x;y)u(y)v(x)dxdy

}
dρ (λ ) =

=
∫
R2

{∫
ℑ

∫
ℑ

Ωλ (x;y)u(y)L+v(x)dxdy
}

dρ (λ ) =
〈
u;L+v

〉

(13)

(L+ – звуження на u,v ∈C∞
0 (ℑ)).

З (13) випливає виконання умови (4).
Теорему доведено.

2. Висновки та подальшi дослiдження
У межах проведеного дослiдження встановлено еквiвалентнiсть мiж до-
датною визначенiстю, операторною узгодженiстю та спектральним пред-
ставленням ядер. Основний результат полягає в узагальненнi класичного
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зображення типу Лапласа на випадок елiптичного оператора другого по-
рядку

L =
∂ 2

∂x2
1
+

∂ 2

∂x2
2
+a

∂

∂x1
− ib

∂

∂x2
.

Це дозволяє врахувати вплив молодших членiв диференцiального виразу,
зберiгаючи при цьому повну характеристику вiдповiдного класу ядер у
термiнах необхiдних i достатнiх умов.

Ключовим моментом є перехiд вiд скалярного спектрального опи-
су до матричнозначної аналiтичної мiри, що пов’язана з фундаменталь-
ною системою операторно-генерованих функцiоналiв. Такий пiдхiд ро-
бить зображення внутрiшньо узгодженим iз структурою оператора та за-
безпечує конструктивну параметризацiю ядер за допомогою явних спе-
ктральних даних.

Запропонований пiдхiд пов’язує класичну теорiю операторiв iз суча-
сними ядерними методами. Це дозволяє будувати ядра, що адаптованi до
конкретних диференцiальних рiвнянь, що є важливим для задач апрокси-
мацiї та моделювання процесiв, якi описуються рiвняннями у частинних
похiдних.

Перспективи подальшої роботи пов’язанi з поширенням цих резуль-
татiв на оператори вищого порядку та випадки зi змiнними коефiцiєн-
тами. Окремим завданням є врахування граничних умов у обмежених
областях, а також дослiдження властивостей регулярностi та швидкостi
спадання ядер залежно вiд характеристик спектральної мiри.
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INTEGRAL REPRESENTATIONS OF POSITIVE DEFINITE
KERNELS FOR SECOND-ORDER ELLIPTIC OPERATORS
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79000, 12 Stepana Bandery street, Lviv, Ukraine;
e-mail: ivanna.v.andrusyak@lpnu.ua, oksana.y.brodiak@lpnu.ua

The paper investigates positive definite kernels of two variables asso-
ciated with an elliptic differential expression of the second order containing
the lower coefficients. For the specified class of operators, a necessary and
sufficient condition for the existence of an integral image of the kernel in the
form of an expansion in the fundamental system of operator-generated func-
tionals with respect to a matrix-valued analytic measure is established. The
proposed construction generalizes the classical scheme of integral images
of the Laplace type to the case of non-self-adjoint differential structures.
The obtained results provide a constructive parameterization of the class of
admissible kernels through the spectral data of the corresponding operator,
which opens up new possibilities for the analysis of correlation functions in
the theory of random fields and spectral theory.

Key words: positive definite kernel; integral representations; elliptic
operator; spectral measure.
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