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Метою статтi є дослiдження третьої початково-крайової задачi
для параболiчного псевдодиференцiального рiвняння, пов’язаного з ро-
тацiйно-iнварiантним стiйким з показником бiльшим 1 i меншим 2 ви-
падковим процесом у багатовимiрному евклiдовому просторi. Рiвняння є
лiнiйним зi сталими коефiцiєнтами вiдносно частинної похiдної за ча-
сом невiдомої функцiї та її дробового лапласiана порядку, який рiвний
показнику випадкового процесу. Гранична умова формулюється на гiпер-
площинi. Вона прирiвнює лiнiйну комбiнацiю зi змiнними коефiцiєнтами
одностороннiх границь псевдопохiдної порядку меншого, нiж число на 1
менше вiд степеня процесу у напрямку нормалi до гiперплощини та зна-
чення самої невiдомої функцiї з деяким змiнним невiд’ємним множником.
Доведено iснування та єдинiсть у певному класi функцiй фундаменталь-
ного розв’язку розглянутої задачi.

Ключовi слова: початково-крайова задача, псевдодиференцiальне
рiвняння, фундаментальний розв’язок, потенцiал простого шару, стiй-
кий випадковий процес.
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Вступ
Нехай в d-вимiрному дiйсному евклiдовому просторi Rd (вважаємо, що
d ≥ 2) задана гiперплощина S рiвнянням (x,ν) = 0, в якому ν ∈ Rd —
деякий фiксований одиничний вектор. Як звичайно, запис (·, ·) позначає
скалярний добуток в Rd . Через Rd

+ i Rd
− позначимо пiвпростори, якi за-

даються нерiвностями (x,ν)> 0, (x,ν)< 0, вiдповiдно, а Rd
S = Rd

+∪Rd
−.

В цiй статтi ми розглядаємо псевдодиференцiальне рiвняння виду

∂u(t,x)
∂ t

= c ·∆αu(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd
S, (1)

в якому оператор ∆α задається своїм символом (−|λ |α)λ∈Rd , а c > 0,
α ∈ (1,2) сталi. Тут i далi запис | · | означає як i евклiдову норму в Rd ,
так i абсолютну величину числа. Позначення ∆θ також буде використо-
вуватись для вiдповiдного оператора i при iнших можливих значень па-
раметра θ ∈ R.

Зауважимо, що оператор c ·∆α з c > 0 , α ∈ (0,2] є твiрним опера-
тором ротацiйно-iнварiантного α-стiйкого випадкового процесу з пока-
зником α i параметром масштабу c. В цiй роботi ми розглядаємо тiльки
випадок α ∈ (1,2).

Нехай задана функцiя ϕ ∈ Cb(Rd), де через Cb(Rd) позначено ба-
нахiв простiр з нормою ∥ϕ∥ = supx∈Rd |ϕ(x)| неперервних обмежених
дiйсно-значних функцiй заданих на Rd .

Задамо початкову умову для рiвняння (1) рiвнiстю

u(0+,x) = ϕ(x), x ∈ Rd
S. (2)

Задамо оператор ∇β з деяким фiксованим β ∈ (0,α − 1) символом
(iλ |λ |β−1)λ∈Rd . Очевидно, що цей оператор є векторнозначним. Через
∇ν

β
позначатимемо оператор (∇β ,ν).

Зауваження 1. В статтi використовуються позначення ∆θ та ∇θ i при
iнших допустимих значеннях параметра θ . Крiм того, буде використову-
ватись очевидна рiвнiсть ∇θ1 ·∆θ2 =−∇θ1+θ2 , правильна на множинi тих
функцiй, для яких визначенi дiї всiх цих операторiв.

Задавши деякi неперервнi та обмеженi функцiї (q(x))x∈S, (r(x))x∈S
(припускатимемо, що r(x)⩾ 0 при всiх x ∈ S), розглянемо крайову умову
для рiвняння (1) на гiперплощинi S (t > 0, x ∈ S):

1+q(x)
2

∇
ν)
β

u(t, ·)(x+)− 1−q(x)
2

∇
ν

β
u(t, ·)(x−) = r(x)u(t,x). (3)
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Тут позначення f (x±) означає границю функцiї f (z) якщо z наближа-
ється до x вздовж довiльної неперервної кривої, яка повнiстю лежить у
деякому вiдкритому конусi K з вершиною в точцi x, такому, що K ⊂Rd

+

для f (x+) чи K ⊂ Rd
− для f (x−).

Зауваження 2. Форма крайової умови продиктована тим фактом, що тра-
екторiї α-стiйкого (з α ∈ (1,2)) випадкового процесу є розривними. I
перш, нiж попасти на гiперплощину S вiн вiдвiдує як Rd

+, так i Rd
− з

додатною ймовiрнiстю нескiнченну кiлькiсть разiв.

Основним об’єктом нашого дослiдження є факт iснування розв’язку
рiвняння (1), який задовольняє початкову умову (2) та крайову умову
(3). Подiбна задача розглядалася в [1] у випадку β = α − 1 та в [5] для
обмеженої замкненої поверхнi S. Перш нiж сформулювати основний ре-
зультат введемо кiлька позначень. Для фiксованих α ∈ (1,2), c > 0 фун-
даментальний розв’язок рiвняння (1) при t > 0, x ∈Rd задається рiвнiстю

g(t,x,y) =
1

(2π)d

∫
Rd

exp{i(y− x,λ )− ct|λ |α}dλ ,

при всiх t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd . Для даної функцiї ϕ ∈ Cb(Rd) при t > 0,
x ∈ Rd задамо функцiю

u(t,x,ϕ) =
∫
Rd

g(t,x,y)ϕ(y)dy,

яка є розв’язком задачi (1) — (2) в областi t > 0, x ∈ Rd .
Результат, якому присвячена дана робота, мiститься у формулюван-

нi наступної теореми. В нiй пiд фундаментальним розв’язком сформу-
льованої задачi ми розумiємо таку функцiю (G(t,x,y))t>0,x∈Rd ,y∈Rd , що її
розв’язок може бути представлений у виглядi u(t,x) =

∫
Rd G(t,x,y)ϕ(y)dy.

Нарештi через Fγ(Rd) позначимо клас функцiй ψ заданих на Rd та-
ких, що функцiя (F−1[ψ,λ ]|λ |γ)λ∈Rd абсолютно iнтегровна на Rd (сим-
волом F−1[ψ, ·] позначено обернене перетворення Фур’є функцiї ψ).

Теоpема 1. Нехай α−1
2 < β < α −1, 1 < α < 2, функцiї (r(x))x∈S, (q(x))x∈S

неперервнi та обмеженi (r(x)≥ 0, x ∈ S). Припустимо, що рiвняння з (1)
виконується при t > 0, x∈Rd

S , а в умовi (2) функцiя ϕ ∈ (Cb∩F−α+β+1)(Rd).
Тодi розв’язком задачi (1) — (3) є функцiя (U(t,x,ϕ))t>0,x∈Rd , яка є

розв’язком iнтегрального рiвняння

U(t,x,ϕ) = H(t,x,ϕ)+2c
∫ t

0
dτ

∫
S

∆α−β−1g(t − τ, ·,z)(x)r(z)U(τ,z,ϕ)dσz,

(4)
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де функцiя (H(t,x,ϕ))t>0,x∈Rd задається спiввiдношенням

H(t,x,ϕ) = ∆α−β−1u(t, ·,∆−α+β+1ϕ)(x)−

2c
∫ t

0
dτ

∫
S

∆α−β−1g(t − τ, ·,z)(x)q(z)∇ν
α−1u(τ, ·,∆−α+β+1ϕ)(z)dσz.

(5)

Рiвняння (4) має єдиний розв’язок в класi функцiй, якi для кожного
T > 0 задовольняють оцiнку (t ∈ (0,T ], x ∈ Rd)

|U(t,x)| ≤CT t−1+ β+1
α , (6)

з деякими сталими CT > 0.
Iснує фундаментальний розв’язок задачi (1) — (3).

В наступному пунктi будуть сформульованi основнi поняття та до-
помiжнi результати, необхiднi для розумiння подальших викладок. Основ-
ний результат роботи доведено в пунктi 2.

1. Деякi поняття та допомiжнi результати
Перш за все нагадаємо поняття потенцiалу простого шару для рiвняння
(1) (див., наприклад, [2]). Функцiя визначена рiвнiстю

p(t,x) =
∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ,x,y)ψ(τ,y)dσy, t > 0, x ∈ Rd, (7)

називається (якщо вiдповiдний iнтеграл збiгається) потенцiалом просто-
го шару для рiвняння (1). Функцiю ψ тут є густиною потенцiалу. Вiдомо
(див. [2, 4]), що за умови неперервностi густини потенцiалу та задово-
лення нею нерiвностi |ψ(t,x)| ≤CT tθ при всiх t ∈ (0,T ], x ∈ S з деякими
сталими CT > 0 i деякою сталою θ > −1 потенцiал простого шару (7)
iснує i задовольняє нижче сформульованi властивостi.

Твердження 1.1. [2, пункт 2.2] Функцiя (7) задовольняє рiвняння з (1) в
областi t > 0, x ∈ Rd

S .

Твердження 1.2. [4, теорема 1] У випадку 0< β <α−1 справджуються
рiвностi

∇
ν

β
p(t, ·)(x±) =

∫ t

0
dτ

∫
S

∇
ν

β
g(t − τ, ·,y)(x)ψ(τ,y)dσy, t > 0, x ∈ S,

Твердження 1.3. [2, теорема 1] Справджуються рiвностi

∇
ν
α−1 p(t, ·)(x±) =∓ 1

2c
ψ(t,x), t > 0, x ∈ S.
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Зауваження 3. Можливiсть внесення операторiв типу ∆θ та ∇θ (θ ⩽ α)
пiд знаки iнтегралiв в потенцiалi простого шару (7) при x ∈ Rd

S легко
встановлюється (див., наприклад, [2]) з допомогою нижче наведених оцi-
нок для функцiї g. Твердження 1.2 та 1.3 показують, як це слiд робити в
точках поверхнi S.

При всiх t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd , функцiя g задовольняє нерiвностi
(див. [3, р.4]):

C1 t
(t1/α + |x− y|)d+α

⩽ g(t,x,y)⩽
C2 t

(t1/α + |x− y|)d+α
;

|∇θ g(t, ·,y)(x)|⩽ Cθ

(t1/α + |x− y|)d+θ
, θ ∈ (0;α];

|∆θ g(t, ·,y)(x)|⩽ Cθ

(t1/α + |x− y|)d+θ
, θ ∈ (0;α]. (8)

Крiм того, корисною буде нерiвнiсть (див. [2, Lemma 1])∫
S

dσy

(t1/α + |x− y|)d+θ
≤Ct−

θ+1
α , t > 0, x ∈ Rd, (9)

яка справджується при кожному θ >−1 з деякою сталою C > 0.

Зауваження 4. Скрiзь в цiй роботi для позначення сталих, конкретне зна-
чення яких не має значення для наступних викладок, використовується C
навiть якщо вони рiзнi. За потреби вказати залежнiсть сталої вiд якихось
параметрiв використовуємо вiдповiднi iндекси.

2. Доведення основного результату
Цей пункт присвячено доведенню основного результату роботи, сформу-
льованого у вступi.

Доведення теореми 1. Для початку зауважимо, що збiжнiсть iнтеграла
у правiй частинi рiвностi (5) випливає з наступних мiркувань. По перше,
оскiльки ∆−α+β+1ϕ ∈ Cb(Rd), то з нерiвностi (8) випливає, що

∣∣∆α−β−1u(t, ·,∆−α+β+1ϕ)(x)
∣∣⩽C

∫
Rd

dy
(1+ |y|)d+α−β−1 t−1+ β+1

α , (10)

∣∣∇ν
α−1u(τ, ·,∆−α+β+1ϕ)(z)

∣∣⩽C
∫
Rd

dy
(1+ |y|)d+α−1 τ

−1+ 1
α . (11)
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Тому, враховуючи (8) i (9), можемо стверджувати, що функцiя H визна-
чена коректно.

Вiдразу зауважимо, що другий доданок H2(t,x,ϕ) в правiй частинi
(5) при t > 0, x ∈ Rd

S задовольняє нерiвнiсть (враховуємо обмеженiсть
функцiї q та оцiнки (8) i (11))

|H2(t,x,ϕ)|⩽C
∫ t

0
τ
−1+ 1

α dτ

∫
S

dσz

((t − τ)1/α + |z− x|)d+α−β−1
⩽∫ t

0
τ
−1+ 1

α dτ

∫
Rd−1

dz
(ρ(x,S)+ |z|)d+α−β−1 ⩽Ct

1
α .

(12)

Тут ρ(x,S) — вiдстань точки x вiд гiперплощини S. Перший доданок
H1(t,x,ϕ) в правiй частинi рiвностi (5) може бути представлений у ви-
глядi

H1(t,x,ϕ) =−
∫
Rd

exp{−ct|λ |α + i(x,λ )}|λ |α−β−1F−1[∆−α+β+1ϕ,λ ]dλ =∫
Rd

exp{−ct|λ |α + i(x,λ )}F−1[ϕ,λ ]dλ .

Тому H1(0+,x,ϕ) = ϕ(x) i, отже,

H(0+,x,ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd. (13)

Побудуємо тепер розв’язок рiвняння (4), використовуючи метод по-
слiдовних наближень. А саме, щукаємо функцiю U у виглядi суми ряду

U(t,x,ϕ) =
∞

∑
k=0

(2c)kUk(t,x,ϕ), t > 0, x ∈ Rd, (14)

де U0(t,x,ϕ) = H(t,x,ϕ), а при k ≥ 1,

Uk(t,x,ϕ) =
∫ t

0
dτ

∫
S

∆α−β−1g(t − τ, ·,z)(x)r(z)Uk−1(τ,z,ϕ)dσz.

Оцiнимо члени ряду з рiвностi (14). Оскiльки з (10) i (12) маємо

|U0(t,x,ϕ)| ⩽ CT t−1+ β+1
α , то, використовуючи обмеженiсть функцiї r та

нерiвнiсть (9), iндукцiєю по k отримуємо оцiнки

|Uk(t,x,ϕ)|⩽Ck+1
T Skt−1+ (k+1)β+1

α , t ∈ (0,T ], x ∈ Rd,
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якi справджуються при кожному T > 0 з деякими сталими CT > 0 та
числовою послiдовнiстю {Sk : k ⩾ 0}, яка задовольняє спiввiдношення

S0 = 1, Sk+1 = SkB
(

β

α
,
kβ +1

α

)
.

Це дає нам право стверджувати, що ряд у (14) збiгається абсолю-
тно i рiвномiрно на кожнiй множинi виду (0,T ]×Rd , T > 0. Крiм того,
справджується оцiнка (t ∈ (0,T ], x ∈ Rd)

|U(t,x,ϕ)| ≤CT t−1+ β+1
α , (15)

для кожного T > 0.
Єдинiсть розв’язку (4) в класi функцiй, якi задовольняють умову (6),

легко випливає з того, що рiзниця W двох таких розв’язкiв задовольняє
рiвняння

W (t,x) = 2c
∫ t

0
dτ

∫
S

∆α−β−1g(t − τ, ·,z)(x)r(z)W (τ,z)dσz.

Звiдси та з оцiнки (8) одержуємо, що (C = 2cCα−β−1∥r∥)

|W (t,x)|⩽C
∫ t

0
dτ

∫
S

1
((t − τ)1/α + |z− x|)d+α−β−1

|W (τ,z)|dσz

при всiх t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd . Iтеруючи останню нерiвнiсть, з врахува-
нням (6) та (9), одержуємо, що для кожного n ⩾ 1 та всiх t > 0, x ∈ Rd ,
y ∈ Rd

|W (t,x)|⩽Cn−1Cn
T 2n−1Rnt−1+ β+1

α ,

де числова послiдовнiсть {Rk : k ⩾ 1} задовольняє спiвiдношення Rk+1 =

RkB
(

β

α
,1+ k β

α

)
. Таким чином limn→∞Cn−1Cn

T Rn = 0 i W ≡ 0.
Тепер пересвiдчимось, що побудована функцiяU є розв’язком задачi

(1) — (3). Представивши її у виглядi (див. зауваження 3)

U(t,x,ϕ) = ∆α−β−1
(
u(t, ·,∆−α+β+1ϕ)−

2c
∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ, ·,z)q(z)∇ν
α−1u(τ, ·,∆−α+β+1ϕ)(z)dσz+

2c
∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ, ·,z)r(z)U(τ,z,ϕ)dσz

)
(x),
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робимо висновок, що ця функцiя задовольняє рiвняння (1) при t > 0,
x ∈ Rd

S . Дiйсно, вона є результатом дiї лiнiйного оператора ∆α−β−1 на
суму розв’язкiв рiвняння (1) у вказанiй областi (два останнiх доданки є
потенцiалами простого шару).

Виконання умови (2) випливає з (13) та наступної оцiнки (див. (8),
(9) i (15))∣∣∣∣∫ t

0
dτ

∫
S

∆α−β−1g(t − τ, ·,z)(x)r(z)U(τ,z,ϕ)dσz

∣∣∣∣⩽Ct−1+ 2β+1
α ,

права частина якої прямує до 0 при t → 0+.
Далi з рiвняння (4), враховуючи твердження 1.2, отримуємо, що

U(t,x,ϕ) = H(t,x,ϕ)+

2c∆α−β−1

(∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ, ·,z)r(z)U(τ,z,ϕ)dσz

)
(x).

Тодi оскiльки при всiх t > 0, x ∈ S справджується рiвнiсть

∇
ν

β
U(t, ·,ϕ)(x±) = ∇

ν

β
H(t, ·,ϕ)(x±)−

2c∇
ν
α−1

(∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ, ·,z)r(z)U(τ,z,ϕ)dσz

)
(x±) =

∇
ν
α−1u(t, ·,ϕ)(x)+

2c∇
ν
α−1

(∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ, ·,z)q(z)∇ν
α−1u(τ, ·,ϕ)(z)dσz

)
(x±)−

2c∇
ν
α−1

(∫ t

0
dτ

∫
S

g(t − τ, ·,z)r(z)U(τ,z,ϕ)dσz

)
(x±),

то, враховуючи твердження 1.3, одержуємо

∇
ν

β
U(t, ·,ϕ)(x±) = ∇

ν
α−1u(t, ·,ϕ)(x)∓q(x)∇ν

α−1u(t,x,ϕ)± r(x)U(t,x,ϕ),

А вже звiдси маємо, що функцiя U задовольняє крайову умову (3).
Залишилось обгрунтувати iснування фундаментального розв’язку

задачi (1) — (3) при вказаних умовах. Але це випливає з того факту, що
для кожних t > 0, x ∈ Rd заряд U(t,x,1·) абсолютно неперервний вiдно-
сно лебегової мiри в Rd .

Зауваження 5. З представленого доведення випливає, що вимога α−1
2 < β

суттєва тiльки при перевiрцi виконання початкової умови (2). Функцiя
U задовольняє рiвняння (1) та крайову умову (3) в кожному випадку
0 < β < α −1.
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INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A PARABOLIC
PSEUDODIFFERENTIAL EQUATION WITH A THIRD

BOUNDARY CONDITION ON THE HYPERPLANE

S.V. Didyk , M.M. Osypchuk∗
Vasyl Stefanyk Carpathian National University;

76018, 57 Shevchenko str, Ivano-Frankivsk, Ukraine
e-mail: sergiididyk@gmail.com, mykhailo.osypchuk@cnu.edu.ua

The aim of the article is to study the third initial-boundary value
problem for a parabolic pseudo-differential equation associated with an
isotropic stable with an exponent greater than 1 and less than 2 stochastic
process in a multidimensional Euclidean space. The equation is linear with
constant coefficients with respect to the partial derivative of the unknown
function in time and its fractional Laplacian of order equal to the exponent
of the stochastic process. The boundary condition is formulated on the

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2026. – № 22(83). – с.95-104.

https://doi.org/10.1007/s11253-018-1459-2
https://doi.org/10.1007/s11253-016-1184-7
https://doi.org/10.1007/978-3-0348-7844-9
https://doi.org/10.1007/s11868-023-00574-y
https://doi.org/10.30970/ms.64.2.153-160
https://orcid.org/0009-0007-2805-5491
https://orcid.org/0000-0001-6100-1654


104

hyperplane. It equates a linear combination with variable coefficients of
one-sided limits of the pseudo-derivative of order less than the number 1
less than the power of the process in the direction of the normal to the
hyperplane and the value of the unknown function itself with some variable
non-negative factor. The existence and uniqueness in a certain class of
functions of the fundamental solution of the problem under consideration
are proved.

Key words: initial-boundary value problem, pseudo-differential equa-
tion, fundamental solution, single-layer potential, stable stochastic proces.
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