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Ми розглядаємо d-вимiрний випадковий процес Левi X(t), який є су-
мою незалежних випадкових процесiв: ротацiйно-iнварiантного α-стiй-
кого випадкового процесу з показником α мiж 1 та 2 i броунiвського
руху. Для фiксованої гiперплощини S розглядаємо однокрокову ймовiр-
нiсть перетину. Основний результат: для будь-якої гладкої тест-функ-
цiї при прямуваннi часу до нуля провiдний внесок визначається броунiв-
ською складовою i має порядок кореня з t.

Ключовi слова: випадковий процес Левi, стiйкий випадковий процес,
броунiвський рух, перетин гiперплощини, однокрокова асимптотика.

Вступ
Нехай (X(t),Mt ,Px) — марковський випадковий процес на Rd , d ⩾ 1, де
Mt := σ(X(s), 0 ⩽ s ⩽ t). Пiд Px випадковий процес стартує з x, тобто
Px{X(0) = x} = 1; через Ex позначаємо математичне сподiвання вiдно-
сно Px.

Конкретнiше, розглянемо d-вимiрний випадковий процес Левi X(t),
який є частковим випадком марковського випадкового процесу:

X(t) = x+X (α)(t)+X (2)(t), t ⩾ 0.

Складовi X (α) та X (2) є незалежними i стартують з нуля. Тут X (α) —
ротацiйно-iнварiантний α-стiйкий випадковий процес (1 < α < 2) з па-
раметром c > 0, а X (2) — броунiвський рух з параметром дифузiї β > 0.
Характеристична функцiя приросту випадкового процесу X має вигляд

ϕt(λ ) := Ex ei(λ ,X(s+t)−X(s)) = exp{−t
(
c|λ |α +β |λ |2

)
},
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де λ ∈ Rd , s ⩾ 0, t > 0.
Перехiдна густина g(t,x,y) випадкового процесу X записується у

виглядi

g(t,x,y) = (2π)−d
∫
Rd

e i(λ ,y−x)−t
(

c|λ |α+β |λ |2
)

dλ , t > 0, x,y ∈ Rd.

Фiксуємо гiперплощину S = {x ∈ Rd : (x,ν) = 0}, де ν — одиничний
вектор, а також пiвпростори D± = {x ∈ Rd : (x,ν) ≷ 0}. Для x,y ∈ Rd

введемо iндикатор перетину гiперплощини S за один крок при переходi з
точки x в точку y чи навпаки:

v(x,y) := 1D−(x)1D+(y)+1D+(x)1D−(y).

Для t > 0 визначимо однокрокову функцiю перетину

vt(x) := Ex v
(
x,X(t)

)
, x ∈ Rd.

1. Локалiзацiя i допомiжнi леми
Лема 1.1. Нехай Zt ∼ N(0,2β t), а Jt — симетрична α-стiйка випадко-
ва величина з показником α ∈ (1,2) та параметром масштабування ct,
незалежна вiд Zt . Тодi

lim
t↓0

t−1/2E |Zt + Jt | = 2
√

β/π.

Доведення. Запишемо: Zt =
√

t Z̃, Jt = t1/α J̃, де Z̃ ∼ N(0,2β ), а J̃ — си-
метрична α-стiйка випадкова величина з параметром масштабування c.
Позначимо

γ :=
1
α
− 1

2
∈ (0, 1

2), Wt :=
∣∣Z̃ + tγ J̃

∣∣.
Тодi

t−1/2E|Zt + Jt |= EWt .

Оскiльки tγ → 0 при t ↓ 0, маємо Wt → |Z̃| майже напевно.
Для будь-якого t ∈ (0,1] нерiвнiсть трикутника дає

Wt ⩽ |Z̃|+ tγ |J̃|⩽ |Z̃|+ |J̃|=: Y.

При α > 1 iснує перший абсолютний момент E|J̃| < ∞ (див., напр., [1,
с. 162]), а для Z̃ маємо E|Z̃| = 2

√
β/π . Отже EY < ∞, i за теоремою

Лебега про мажоровану збiжнiсть

lim
t↓0

EWt = E|Z̃|= 2
√

β/π.
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Лема 1.2 (Трикутна нерiвнiсть для усiчених степенiв). Нехай u,v ∈ R,
A > 0, p ⩾ 1. Тодi(

min{|u+ v|,A}
)p

⩽ 2p−1
[(

min{|u|,A}
)p

+
(

min{|v|,A}
)p
]
.

Доведення. Покладемо x := min{|u|,A}, y := min{|v|,A}⩾ 0. Тодi

min{|u+ v|,A}⩽ min{|u|+ |v|,A}⩽ x+ y.

Далi, за опуклiстю функцiї t 7→ t p:

(x+ y)p ⩽ 2p−1(xp + yp).

Лема 1.3 (Хвостова оцiнка для α-стiйкої випадкової величини). Нехай Jt
— симетрична α-стiйка випадкова величина з показником α ∈ (0,2) та
параметром масштабування ct. Тодi iснує стала Kα,c > 0 така, що для
всiх t ∈ (0,1] та u > 0

P{|Jt |> u}⩽ Kα,c t u−α .

Доведення. Маємо Jt
d
= t1/αJ1, отже

P{|Jt |> u}= P{|J1|> ut−1/α}.

Для симетричної α-стiйкої випадкової величини вiдомо, що “хвости” ма-
ють порядок x−α : iснує стала Kα,c > 0 така, що P(|J1|> x)⩽ Kα,cx−α , x >
0 (див., напр., [2, с. 16]). Тому P{|Jt |> u}⩽ Kα,c(ut−1/α)−α = Kα,c t u−α ,
що i треба було довести.

Лема 1.4 (Усiчений третiй момент для α-стiйкої випадкової величини).
Нехай Jt — симетрична α-стiйка випадкова величина з показником α ∈
(1,2) та параметром масштабування ct. Тодi iснує Cα,c > 0 таке, що
для всiх t ∈ (0,1] i A > 0:

E
[
(|Jt |∧A)3] ⩽ Cα,c t A3−α .

Доведення. За лемою 1.3 для всiх t ∈ (0,1] та v > 0 маємо

P(|Jt |> v)⩽ Kα,c t v−α .
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Розглянемо g(v) := (v∧A)3; ця функцiя неперервна i диференцiйовна на
(0,A)∪ (A,+∞), i g′(v) = 3v21(0,A)(v). Отримуємо

Eg(|Jt |) =
∫

∞

0
g′(v)P(|Jt |> v)dv =

∫ A

0
3v2P(|Jt |> v)dv.

Пiдставляючи оцiнку хвоста, одержуємо

E
[
(|Jt |∧A)3]⩽ 3Kα,c t

∫ A

0
v2−α dv =

3Kα,c

3−α
t A3−α =: Cα,c t A3−α ,

що i доводить лему.

2. Основний результат: узагальнена асимптотика
Теоpема 1 (Однокрокова границя). Нехай φ ∈ C∞

c (Rd) та S = {x ∈ Rd :
(x,ν) = 0}, де ν — одиничний вектор. Покладемо

I(t) := t−1/2
∫
Rd

vt(x)φ(x)dx.

Тодi при t ↓ 0

I(t) −→ κB

∫
S

φ(y)dσy, κB = 2
√

β/π.

Доведення. Крок 1: розклад уздовж нормалi та локалiзацiя. Виберемо
ортонормальну систему координат так, щоб остання вiсь була вздовж ν .
Тодi x = θ + rν , де θ ∈ S, r ∈ R, i dx = dσθ dr. Отже

I(t) =
∫

S
Kt(θ)dσθ , де Kt(θ) := t−1/2

∫
R

vt(θ + rν)φ(θ + rν)dr.

Оскiльки φ має компактний носiй, iснує A := Aφ > 0 таке, що для всiх
θ ∈ S маємо φ(θ + rν) = 0 при |r|> A, i тому

Kt(θ) = t−1/2
∫ A

−A
vt(θ + rν)φ(θ + rν)dr.

Крок 2: розклад Тейлора для тест-функцiї. Для кожних θ ∈ S та
r ∈ R iснує ξθ (r) ∈ (0,1) таке, що

φ(θ + rν) = φ(θ)+ r ∂νφ(θ)+ 1
2r2 Rθ (r),
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де Rθ (r) := ∂ 2
ννφ

(
θ + ξθ (r)rν

)
. Нехай M := ∥∂ 2

ννφ∥∞ < ∞, тодi |Rθ (r)| ⩽
M. Пiдставляючи, дiстаємо розклад

Kt(θ) = (I)+(II)+(III),

де

(I) = φ(θ) t−1/2
∫ A

−A
vt(θ + rν)dr,

(II) = ∂νφ(θ) t−1/2
∫ A

−A
r vt(θ + rν)dr,

(III) = 1
2t−1/2

∫ A

−A
r2 Rθ (r)vt(θ + rν)dr.

Крок 3: головний внесок. Нехай для x ∈ Rd , r := (x,ν), а θ :=
x− rν ∈ S. Тодi проєкцiя на ν має вигляд

(X(t),ν) = r+Y, Y := Zt + Jt ,

де Zt ∼ N(0,2β t), а Jt — симетрична α-стiйка випадкова величина з по-
казником α ∈ (1,2) та параметром масштабування ct. Тому

vt(θ + rν) = P{r(r+Y )⩽ 0}.

Для фiксованого y ∈ R iнтеграл
∫ A
−A 1{r(r+y)⩽0} dr дорiвнює |y| ∧A, i за

теоремою Фубiнi ∫ A

−A
vt(θ + rν)dr = E

(
|Y |∧A

)
.

Отже
(I) = φ(θ) t−1/2E

(
|Zt + Jt |∧A

)
.

Покажемо, що
t−1/2E

(
|Zt + Jt |∧A

)
−−→
t↓0

2
√

β/π. (1)

Справдi, позначивши a+ := max{a,0}, запишемо

t−1/2E
(
|Y |∧A

)
= t−1/2E|Y |− t−1/2E

(
|Y |−A

)
+
.

Перший доданок збiгається до 2
√

β/π за лемою 1.1. Другий доданок
оцiнюємо через “хвости”:

E(|Y |−A)+ =
∫

∞

A
P{|Y |> u}du,
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причому
P{|Y |> u}⩽ P{|Zt |> u/2}+P{|Jt |> u/2}.

Для гаусiвської змiнної маємо експоненцiйний спад, i, зокрема,∫
∞

A
P{|Zt |> u/2}du = o(

√
t) (t ↓ 0).

Для α-стiйкого доданка використовуємо лему 1.3: при u ⩾ A маємо

P{|Jt |> u/2}⩽ Kα,c t (u/2)−α = K̃α,c t u−α , K̃α,c := Kα,c 2α .

Звiдки ∫
∞

A
P{|Jt |> u/2}du ⩽ K̃α,c t

∫
∞

A
u−α du =

K̃α,c

α −1
tA1−α .

Отже, t−1/2E(|Y |−A)+= o(1), i (1) доведено. Таким чином, (I)→ κB φ(θ).

Крок 4: лiнiйний член.∫ A

−A
r vt(θ + rν)dr = E

[∫ A

−A
r 1{r(r+Y )⩽0} dr

]
. (2)

Для фiксованого y маємо∫ A

−A
r 1{r(r+y)⩽0} dr =−1

2 sgn(y)(|y|∧A)2.

Права частина є непарною функцiєю y, а розподiл Y симетричний, тому
математичне сподiвання в (2) дорiвнює нулю, i (II) = 0.

Крок 5: квадратичний залишок. Оскiльки
∫ A
−A r2 1{r(r+y)⩽0} dr =

1
3 (|y|∧A)3, то

|(III)|⩽ M
6 t−1/2E

[
(|Y |∧A)3].

За лемою 1.2 (при p = 3) маємо

(|Y |∧A)3 ⩽ 4(|Zt |∧A)3 +4(|Jt |∧A)3.

Тодi E|Zt |3 = O(t3/2), а за лемою 1.4 E[(|Jt | ∧A)3] = O(t), отже |(III)| =
O(t)+O(t1/2)→ 0.

Крок 6: перехiд до границi в I(t). Маємо Kt(θ)→ κBφ(θ) для ко-
жного θ ∈ S. Крiм того,

|Kt(θ)|⩽ ∥φ∥∞ t−1/2E(|Y |∧A)⩽ ∥φ∥∞

(
E|Z̃|+E|J̃|

)
,
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З огляду на компактнiсть носiя φ за теоремою Лебега про мажоровану
збiжнiсть отримуємо:

lim
t↓0

I(t) = κB

∫
S

φ(θ)dσθ .

Теорема доведена.

3. Висновки та подальшi дослiдження
Отримано асимптотику однокрокової ймовiрностi перетину гiперплощи-
ни для змiшаного стiйко-броунiвського випадкового процесу Левi. Пока-
зано, що при t ↓ 0 провiдний внесок визначається броунiвською складо-
вою i має порядок

√
t з множником κB = 2

√
β/π .
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ONE-STEP ASYMPTOTICS OF HYPERPLANE CROSSINGS BY A
MIXED STABLE-BROWNIAN LÉVY PROCESS
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We consider a d-dimensional Lévy random process X(t) which is the
sum of independent random processes: a rotationally invariant α-stable
random process with index α between 1 and 2, and a Brownian motion.
For a fixed hyperplane S we study the one-step crossing probability. The
main result: for any smooth test function, as time tends to zero, the leading
contribution is determined by the Brownian component and has order

√
t.

Key words: Lévy random process, stable random process, Brownian
motion, hyperplane crossing, one-step asymptotics.
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