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У статтi доведено таке твердження: для будь-якої сталої K > 1
iснують опуклi необмеженi зверху на [0;+∞) функцiї f та g такi, що
нерiвнiсть f (x) ⩽ g(x) виконується для всiх x ⩾ 0, а для множини E1 =
{x ⩾ 0 : f

′
+(x) ⩽ Kg

′
+(x)} виконується dE1 = lim

R→+∞

1
Rmeas (E1 ∩ [0,R]) =

K−1
K , де f

′
+ та g

′
+ – правостороннi похiднi функцiй f та g, вiдповiдно.

Ключовi слова: опукла функцiя, виняткова множина, диференцiю-
вання нерiвностi.

1. Вступ
Якщо для двох опуклих необмежених зверху диференцiйовних функцiй
f ,g : [r0,+∞)→ R+ для всiх x ∈ [a,b] виконується нерiвнiсть f (x)< g(x),
то подiбна нерiвнiсть мiж їхнiми правостороннiми похiдними може не
виконуватись в жоднiй точцi.
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Справдi, розглянемо на [3,+∞) функцiї

f (x) = x2 +
1
x2 , g(x) = x2 +

1
x
.

Зауважимо, що

f ′(x) = 2x− 2
x3 , g′(x) = 2x− 1

x2 , f ′′(x) = 2+
6
x4 ≥ 0, g′′(x) = 2+

2
x3 ≥ 0

для всiх x ≥ 2. Тому, функцiї опуклi на [3,+∞).
Оскiльки, x2 > x ≥ 1, то f (x)< g(x) (x ≥ 3), але

f ′(x)> g′(x) (x ≥ 3).

При цьому для будь-якої функцiї K(x) такої, що K(x) → +∞ (x → +∞)
виконується

f ′(x)< K(x) ·g′(x) (x ≥ x0).

Висновок. Отже, даний простий приклад, зокрема, iлюструє той
факт, що в загальному диференцiювати нерiвностi мiж опуклими фун-
кцiями не можна.

Зауваження. В загальному для пари опуклих функцiй f ,g, для яких
виконується нерiвнiсть

f (x)< g(x),

протилежна нерiвнiсть
f ′+(x)> Kg′+(x)

мiж їхнiми правостоннiми похiдними f
′
+ та g

′
+ може не виконуватись в

жоднiй точцi навiть зi сталою K > 1, i до того ж довiльно близькою до 1.
Справдi, припустимо , що додатнi опуклi функцiї f ,g такi, що g(x)→

+∞ або f (x)→+∞ (x →+∞) i

f ′+(x)> Kg′+(x)

для всiх досить великих значень x ≥ x0. Iнтегруючи останню нерiвнiсть,
отримуємо

f (x) =
x∫

x0

f ′+(t)dt + f (x0)≥

≥ K
x∫

x0

g′+(t)dt + f (x0) = Kg(x)+ f (x0)−Kg(x0).

Але f (x0)−Kg(x0) = o(g(x)) або f (x0)−Kg(x0) = o( f (x)) при x → +∞,
що означає:
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у першому випадку f (x)≥ (1+o(1))Kg(x)> g(x) (x ≥ x0),
у другому випадку f (x) ≥ Kg(x)+ o( f (x)), тобто (1+ o(1)) f (x) ⩾ Kg(x)

(x ≥ x0).

Останнi двi нерiвностi неможливi, бо суперечать умовi, що f (x)< g(x).
У статтях [1]– [4] розглянуто задачу, коли нерiвнiсть мiж опуклими

функцiями все ж таки можна диференцiювати.
Нехай

E =
+∞⋃
k=1

[ak,bk]

– об’єднання попарно неперетинних iнтервалiв. Мiру Лебега множини
E ∩ [0;R] позначимо через

meas (E ∩ [0;R]) = ∑
bk≤R

(bk −ak)+R−am,

де m таке, що am < R ≤ bm, а також через dE позначимо нижню лiнiйну
щiльнiсть множини E

dE
de f
= lim

R→+∞

1
R
meas (E ∩ [0;R])> 0.

У статтi [3] В. Бергвайлер довiв таку теорему. Подiбнi результати
у багатьох випадках знаходять важливi застосування (див., наприклад,
[2–4]).

Теорема ([3], W. Bergweiler). Нехай додатнi функцiї f та g – опуклi на
[0;+∞). Якщо нерiвнiсть f (x)⩽ g(x) виконується для всiх x ≥ 0, то для
довiльного K > 1 для нижньої щiльностi множини

E1(K) = {x ⩾ 0 : f
′
+(x)⩽ Kg

′
+(x)}

виконується нерiвнiсть

dE1(K)⩾
K −1

K
,

де f
′
+ та g

′
+ – правостороннi похiднi вiдповiдних функцiй.

Iншими словами, хоча нерiвнiсть мiж опуклими функцiями не мо-
жна диференцiювати скрiзь, але на множинi додатної нижньої щiльно-
стi, для якої справедлива нерiвнiсть мiж правостороннiми похiдними, це
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можна робити з тiєю поправкою, що похiдну бiльшої функцiї потрiбно
помножити на сталу бiльшу за 1 (одиницю).

Виникає запитання: що можна сказати про нерiвнiсть
f ′+(x) ≤ K(x)g′+(x) у випадку, коли виконується нерiвнiсть f (x) ⩽ g(x),
а функцiя K(x) така, що K(x)→+∞ (x →+∞)?

Зрозумiло, що, якщо взяти K(x) = f ′+(x)β , де 1/β ≤ g′+(x) (x ≥ x0),
то K(x)g′+(x) = f ′+(x) (x ≥ x0).

Тому наше запитання потрiбно уточнити. Уточнене запитання:
Якщо виконується нерiвнiсть f (x) ⩽ g(x), то чи iснує додатна функцiя
K(x) така, що K(x)→ +∞ (x → +∞) i K(x) = o( f ′+(x)) (x → +∞) i вико-
нується нерiвнiсть f ′+(x)< K(x)g′+(x):
i) для всiх x ≥ x0;
ii) на множинi E нижньої щiльностi dE = 1?

Наразi ми схиляємося до таких припущень:
у випадку i) вiдповiдь швидше за все є негативною;
у випадку ii) вiдповiдь швидше за все є позитивною.

Нескладно також зрозумiти, що у випадку g′+(x) → +∞ (x → +∞)
вiдповiдь як у випадку i), так i у випадку ii) є позитивною. Для цього

достатньо взяти K(x) =
f ′+(x)√
g′+(x)

. Тодi,

K(x)g′+(x) = f ′+(x)
√

g′+(x)> f ′+(x) (x ⩾ x0), K(x) = o( f ′+(x)) (x →+∞).

У обговореннi з авторами проф. Скаскiв О.Б. (Львiв) сформулював
таке припущення.

Гiпотеза 1 (Скаскiв О.Б.). З теореми В. Бергвайлера випливає таке твер-
дження:

Нехай додатнi функцiї f та g – опуклi на [0;+∞). Якщо нерiвнiсть
f (x) ⩽ g(x) виконується для всiх x ≥ 0, то для довiльної функцiї K(x)
такої, що K(x)> 1 (x > 0) i K(x) ↑ +∞ (x → +∞) для нижньої щiльностi
множини E1 = {x ⩾ 0 : f

′
+(x)⩽ K(x)g

′
+(x)} виконується рiвнiсть dE1 = 1.

Стала K−1
K у теоремi Бергвайлера є точною. На це вказує таке наше

твердження.

Твердження 1.1. Для будь-якої сталої K > 1 iснують опуклi необмеженi
зверху на [0;+∞) функцiї f та g такi, що нерiвнiсть f (x)⩽ g(x) виконує-
ться для всiх x ⩾ 0, а для множини

E1 = {x ⩾ 0 : f
′
+(x)⩽ Kg

′
+(x)}
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виконується

dE1 =
K −1

K
.

Доведення. В основi побудови опуклих на [0;+∞) функцiй f та g, з опи-
саними у формулюваннi властивостями, лежить iдея, запозичена зi схеми
доведення теореми Бергвайлера. Власне, будуватимемо двi опуклi лама-
нi, що зростають. Спочатку вибираємо ламану (кусково-лiнiйну) фун-
кцiю g(x) таку, що x0 = 0 – її початок, а (xk) – послiдовнiсть її вершин,
що також зростають x0 < xk < xk+1 (k ≥ 1). Крiм цього, вважаємо, що

g′+(x) = bk (∀x ∈ [xk,xk+1)), k ≥ 1.

Далi, вибираємо ламану (кусково-лiнiйну) функцiю f (x) таку, що

f (xk) = g(xk) (k ≥ 1),

а її послiдовнiсть вершин (yk) така, що

xk < yk < xk+1 (k ≥ 1).

При цьому
f ′+(x) = ak (∀x ∈ [yk,yk+1)), k ≥ 1.

Нехай тепер K > 1, а двi додатнi зростаючi послiдовностi (ak),(bk)
такi, що

bk+1 > ak > Kbk > bk (k ≥ 0),
ak

bk
→ K (k →+∞),

bk −Kbk−1

bk
→ 1 (k →+∞).

Зауважимо, що з умов bk > ak−1, f (xk) = g(xk) випливає, що для всiх
x ∈ [xk,yk)

f ′+(x) = ak−1 < bk = g′+(x) ⇐⇒ f (x)≤ g(x), (1)

позаяк лiнiйнi вiдрiзки цих двох ламаних проходять через лiвий кiнець
вiдрiзка [xk,yk), а нерiвнiсть (1) є нерiвнiстю мiж кутовими коефiцiєнтами
вiдрiзкiв цих ламаних.

Подiбно розглядаємо на вiдрiзку [yk,xk+1). З тих самих умов bk+1 >
ak, f (xk+1) = g(xk+1) випливає, що для всiх x ∈ [yk,xk+1)

f ′+(x) = ak > bk = g′+(x) ⇐⇒ f (x)≤ g(x), (2)
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позаяк лiнiйнi вiдрiзки цих двох ламаних проходять через правий кiнець
вiдрiзка [yk,xk+1), а нерiвнiсть (2) є нерiвнiстю мiж кутовими коефiцiєн-
тами вiдрiзкiв цих ламаних.

Зауважимо тепер, що для кутових коефiцiєнтiв вiдповiдних вiдрiзкiв
ламаних маємо рiвностi

ak =
f (xk+1)− f (yk)

xk+1 − yk
, bk =

g(xk+1)−g(yk)

xk+1 − yk
,

f (xk) = g(xk), f
′
+(x) = ak, (yk ≤ x < yk+1),

g
′
+(x) = bk (xk ≤ x < xk+1).

Отже,
f
′
+(x) = ak > Kbk = Kg

′
+(x) (yk ≤ x ≤ xk+1).

Далi, нехай sk = yk − xk, tk = xk+1 − yk. Тодi,

f (xm+1) =
m

∑
k=0

(ak−1sk +aktk)> K
m

∑
k=0

(bk−1sk +bktk),

g(xm+1) =
m

∑
k=0

(bksk +bktk),

але f (xk) = g(xk), тому,

0 = g(xm+1)− f (xm+1)<
m

∑
k=0

(
(bk −Kbk−1)sk +(1−K)bktk

)
=⇒

(K −1)
m

∑
k=0

bktk <
m

∑
k=0

(bk −Kbk−1)sk. (3)

Звiдси, послiдовно маємо

(K −1)
n

∑
k=0

tk = (K −1)
[

1
bn

n

∑
k=0

bktk +
n−1

∑
m=0

( 1
bm

− 1
bm+1

) m

∑
k=0

bktk

]
<

<
1
bn

n

∑
k=0

(bk −Kbk−1)sk +
n−1

∑
m=0

( 1
bm

− 1
bm+1

) m

∑
k=0

(bk −Kbk−1)sk =

=
n

∑
k=0

bk −Kbk−1

bk
sk. (4)

У доведеннi (3) та (4) використовувалася нерiвнiсть ak > Kbk. Натомiсть
можна скористатися властивiстю ak

bk
→ K (k → +∞), тодi вище замiсть
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нерiвностi буде асимптотична рiвнiсть, з якої з врахуванням bk−Kbk−1
bk

→ 1
(k →+∞) отримуємо

(K−1)
n

∑
k=0

tk = (1+o(1))
n

∑
k=0

bk −Kbk−1

bk
sk = (1+o(1))

n

∑
k=0

sk (n →+∞).

(5)
Асимптотична рiвнiсть (5) тепер при n →+∞ дає

K −1
K

xn+1 =
K −1

K

n

∑
k=0

tk +
K −1

K

n

∑
k=0

sk =

= (
1
K
+o(1)+

K −1
K

)
n

∑
k=0

sk = (1+o(1))
n

∑
k=0

sk.

Для мiри множини E1 = ∪+∞

k=0[xk,yk] тепер послiдовно маємо

meas (E1 ∩ [0,xn+1]) =
n

∑
k=0

sk,

звiдки

1
xn+1

meas (E1 ∩ [0,xn+1]) =
1

xn+1

n

∑
k=0

sk =
K −1

K
+o(1)

при n →+∞. Тобто,

dE1 = lim
R→+∞

1
R
meas (E1 ∩ [0,R])≤ lim

n→+∞

1
xn+1

meas (E1 ∩ [0,xn+1]) =
K −1

K
.

Залишається пригадати, що за теоремою Бергвайлера dE1 ≥ (K −1)/K.
Звiдси випливає потрiбна рiвнiсть dE1 = (K −1)/K.

Подяка. Автори висловлюють щиру подяку проф. Олегу Скаскiву
(Львiв) за привернення уваги до цiкавої задачi та безцiннi поради сто-
совно її розв’язання. Один з авторiв (Бандура А.) вперше з цiєю задачею
познайомився ще у 2004 роцi, будучи магiстром ЛНУ iм. I. Франка, але
тодi його увага зачепилася за функцiї обмеженого iндексу. Сподiваємося
ця замiтка стане початком таких широких дослiджень, якi останнi двад-
цять рокiв супроводжують поняття обмеженостi iндексу.

Перший автор (А. Бандура) висловлює подяку за фiнансову пiд-
тримку дослiджень, що призвели до цiєї публiкацiї, надану Нацiональ-
ним фондом дослiджень України (проєкт 2023.04/0160, 0124U003748).
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The following statement is proved in the article: For any constant
K > 1, there exist upper unbounded convex functions f and g on [0;+∞)
such that the inequality f (x) ⩽ g(x) holds for all x ⩾ 0, and for the set
E1 = {x⩾ 0 : f

′
+(x)⩽Kg

′
+(x)} holds dE1 = lim

R→+∞

1
Rmeas (E1∩ [0,R]) = K−1

K ,

where f
′
+ and g

′
+ are the right-hand derivatives of the functions f and g,

respectively.
Key words: convex function, exceptional set, differentiation of inequal-

ity.
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