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Дану роботу присвячено дослiдженню симетричних неперервних одно-
рiдних полiномiв на банаховому просторi ℓ1 над полем K ∈ {R,C} всiх
абсолютно сумовних послiдовностей елементiв поля K. Розглядається
поняття симетрiї в наступному сенсi. Кожна бiєкцiя τ на множинi N
породжує деякий iзометричний iзоморфiзм Jτ : ℓ1 → ℓ1, який перестав-
ляє елементи стандартного базису Шаудера вiдповiдно до бiєкцiї τ. В
результатi, кожна пiдгрупа S групи всiх бiєкцiй на множинi N поро-
джує групу GS вiдповiдних iзометричних iзоморфiзмiв простору ℓ1. В
данiй роботi дослiджується структура GS-симетричних однорiдних не-
перервних K-значних полiномiв на просторi ℓ1.

Ключовi слова: полiном, симетрична функцiя, банахiв простiр, аб-
солютно сумовна послiдовнiсть.

1. Вступ
В класичних роботах з теорiї симетричних функцiй на банахових про-
сторах (див., напр., [3]) симетричну функцiю на банаховому просторi
iз симетричним базисом Шаудера визначають як функцiю, iнварiантну
вiдносно дiї на її аргумент довiльного iзометричного iзоморфiзму, який
здiйснює перестановку базису Шаудера цього простору. В ширшому сен-
сi, функцiю, задану на довiльному банаховому просторi X , яка є iнварi-
антною вiдносно дiї на її аргумент елементiв деякої фiксованої групи G
iзометричних iзоморфiзмiв простору X , називають G-симетричною. В да-
нiй роботi розглядаються однорiднi неперервнi полiноми на банаховому
просторi ℓ1 над полем K ∈ {R,C} всiх абсолютно сумовних послiдовно-
стей елементiв поля K, якi є симетричними вiдносно пiдгруп класичної
групи всiх перестановок базису Шаудера цього простору. В роботi [1]
описано структуру всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на просторi
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ℓ1, якi є симетричними у згаданому вище сенсi. Цей результат в данiй
роботi узагальнено на випадок довiльного m-однорiдного неперервного
симетричного полiнома на просторi ℓ1.

2. Попереднi вiдомостi
Нехай K ∈ {R,C}. Нехай ℓ1 – це банахiв простiр абсолютно сумовних
послiдовностей x = (x1,x2, . . . ,xn . . .) елементiв множини K iз нормою

∥x∥ℓ1 =
∞

∑
n=1

|xn|.

Послiдовнiсть {an}∞
n=1 ⊂ X , де X – нормований простiр, називається

базисом Шаудера, якщо для кожного x ∈ X iснує єдина числова послiдов-

нiсть {xn}∞
n=1 така, що ряд

∞

∑
n=1

xnan збiгається до елемента x.

Нехай
em = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸

m−1

,1,0, . . .), (1)

де m ∈ N. Множина {em}∞
m=1 є базисом Шаудера для простору ℓ1.

Нехай X i Y – банаховi простори iз введеними на них нормами
∥ · ∥X та ∥ · ∥Y вiдповiдно. Вiдображення Xm → Y , де m ∈ N, називає-
ться m-лiнiйним, якщо воно лiнiйне вiдносно кожного аргументу окремо,
коли iншi m− 1 аргументи фiксованi. Норма m-лiнiйного вiдображення
A : Xm → Y визначається формулою:

∥A∥= sup
∥x1∥X≤1,...,∥xm∥X≤1

∥A(x1 . . . ,xm)∥Y . (2)

Норма є скiнченною тодi i тiльки тодi, коли вiдображення A є неперерв-
ним. m-Лiнiйне вiдображення A : Xm →Y називається симетричним, якщо

A(xσ(1), . . . ,xσ(m)) = A(x1, . . . ,xm) (3)

для кожного бiєктивного вiдображення σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} i для
всiх x1, . . . ,xm ∈ X .

Означення 2.1. Вiдображення P : X → Y називається m-однорiдним по-
лiномом для m∈N, якщо iснує m-лiнiйне вiдображення AP : Xm →Y таке,
що P(x) = AP(x, . . . ,x︸ ︷︷ ︸

m

) для всiх x ∈ X .
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За допомогою поляризацiйної формули можна для m-однорiдного
полiнома P вiдновити симетричне m-лiнiйне вiдображення асоцiйоване з
полiномом P [2, теорема 1.10] при k ∈ {1, . . . ,m} :

AP(x1, . . . ,xm) =
1

2mm! ∑
jk∈{−1,1}

j1 · . . . · jmP( j1x1 + · · ·+ jmxm) . (4)

3. Основний результат
Нехай τ : N → N – довiльна бiєкцiя. Вiдображення Jτ : ℓ1 → ℓ1, задане
формулою

Jτ((x1,x2, . . .)) = (xτ(1),xτ(2), . . .) (5)

є iзометричним iзоморфiзмом.
Нехай S∞ – група всiх бiєкцiй на множинi N вiдносно операцiї ком-

позицiї. Нехай S – довiльна пiдгрупа групи S∞. Побудуємо групу опера-
торiв GS на просторi ℓ1 так: GS = {Jτ : τ ∈ S}. Вiдображення f : ℓ1 → K
називають GS-симетричним, якщо f (Jτ(x)) = f (x) для кожних τ ∈ S i
x ∈ ℓ1.

Лема 3.1. Нехай τ : N→N – бiєкцiя. Для кожного m-однорiдного полiно-
ма P : ℓ1 →K такого, що

P(Jτ(x)) = P(x) (6)

для кожного x ∈ ℓ1, маємо

AP(Jτ(x1),Jτ(x2), . . . ,Jτ(xm)) = AP(x1,x2, . . . ,xm)

для всiх x1,x2, . . . ,xm ∈ ℓ1, де AP – m-лiнiйне симетричне вiдображення
асоцiйоване з полiномом P.

Доведення. З поляризацiйної формули (4), лiнiйностi оператора Jτ i з
рiвностi (6) для всiх x1,x2, . . . ,xm ∈ ℓ1 маємо:

AP(Jτ(x1), . . . ,Jτ(xm)) =
1

2mm! ∑
jk∈{−1,1}

j1 · . . . · jmP( j1Jτ(x1)+ · · ·+ jmJτ(xm)) =

=
1

2mm! ∑
jk∈{−1,1}

j1 · . . . · jmP(Jτ( j1x1 + · · ·+ jmxm)) =

=
1

2mm! ∑
jk∈{−1,1}

j1 · . . . · jmP( j1x1 + · · ·+ jmxm) =

= AP(x1,x2, . . . ,xm).
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Теоpема 1. Для кожного неперервного m-однорiдного полiнома P : ℓ1 →K
i для кожного x = (x1,x2, . . .) ∈ ℓ1 виконується рiвнiсть

P(x) =
∞

∑
n1=1

· · ·
∞

∑
nm=1

xn1 · . . . · xnmAP(en1, . . . ,enm), (7)

де AP – це m-лiнiйне симетричне вiдображення асоцiйоване з полiномом
P, а ряд в правiй частинi рiвностi є абсолютно збiжним.

Доведення. Оскiльки {en}∞
n=1 – базис Шаудера для простору ℓ1, то для

кожного x = (x1,x2, . . .) ∈ ℓ1 ряд
∞

∑
n=1

xnen збiжний до елемента x.

Доведемо абсолютну збiжнiсть ряду у правiй частинi рiвностi (7). Iз
неперервностi полiнома P i поляризацiйної формули (4) випливає непе-
рервнiсть вiдображення AP. Тому ∥AP∥ є скiнченною величиною. Оскiль-
ки ∥eni∥ℓ1 = 1, то

|AP(en1, . . . ,enm)| ≤ sup
∥xn1∥ℓ1≤1,...,∥xnm∥ℓ1≤1

|AP(xn1, . . . ,xnm)|.

Тому, враховуючи рiвнiсть (2), отримаємо

|AP(en1, . . . ,enm)| ≤ ∥AP∥.

Звiдси

∞

∑
n1=1

. . .
∞

∑
nm=1

|xn1 · . . . · xnmAP(en1, . . . ,enm)| ≤

≤
∞

∑
n1=1

. . .
∞

∑
nm=1

|xn1| · . . . · |xnm| · ∥AP∥= ∥AP∥
∞

∑
n1=1

. . .
∞

∑
nm=1

|xn1| · . . . · |xnm|=

= ∥AP∥
( ∞

∑
n1=1

|xn1|
)
· . . . ·

( ∞

∑
nm=1

|xnm|
)
= ∥AP∥ · ∥x∥m

ℓ1
.

Таким чином, ряд у правiй частинi рiвностi (7) абсолютно збiжний.
Iз неперервностi вiдображення AP по кожному аргументу отримаємо

P(x) = AP(x, . . . ,x) = AP

( ∞

∑
n1=1

xn1en1, . . . ,
∞

∑
nm=1

xnmenm

)
=

= AP

(
lim

N1→∞

N1

∑
n1=1

xn1en1, . . . , lim
Nm→∞

Nm

∑
nm=1

xnmenm

)
=
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= lim
N1→∞

. . . lim
Nm→∞

AP

( N1

∑
n1=1

xn1en1 , . . . ,
Nm

∑
nm=1

xnmenm

)
=

= lim
N1→∞

. . . lim
Nm→∞

N1

∑
n1=1

. . .
Nm

∑
nm=1

AP(xn1en1, . . . ,xnmenm) =

=
∞

∑
n1=1

. . .
∞

∑
nm=1

AP(xn1en1, . . . ,xnmenm) =

=
∞

∑
n1=1

. . .
∞

∑
nm=1

xn1 · . . . · xnmAP(en1, . . . ,enm).

Таким чином, рiвнiсть (7) правильна.

Теоpема 2. Нехай m ∈ N. Нехай S – довiльна пiдгрупа групи S∞. Введемо
на множинi Nm вiдношення “∼” наступним чином. Нехай ( j1, j2, . . . , jm)∼
(k1,k2, . . . ,km) для ( j1, j2, . . . , jm),(k1,k2, . . . ,km) ∈Nm, якщо iснують τ ∈ S
та бiєктивне вiдображення σ : {1, . . . ,m}→ {1, . . . ,m} такi, що(

Jτ(e jσ(1)),Jτ(e jσ(2)), . . . ,Jτ(e jσ(m)
)
)
= (ek1,ek2, . . . ,ekm), (8)

де en визначено формулою (1) i Jτ визначено формулою (5). Тодi вiдноше-
ння “∼” є вiдношенням еквiвалентностi на множинi Nm.

Доведення. Доведемо рефлексивнiсть даного вiдношення. Нехай τ ∈ S
та σ : {1, . . . ,m}→ {1, . . . ,m} є тотожними вiдображеннями. Тодi(

Jτ(e jσ(1)),Jτ(e jσ(2)), . . . ,Jτ(e jσ(m)
)
)
= (e j1,e j2, . . . ,e jm),

тому з формули (8) випливає, що ( j1, j2, . . . , jm) ∼ ( j1, j2, . . . , jm). Отже,
вiдношення є рефлексивним. Доведемо його симетричнiсть. Нехай

( j1, j2, . . . , jm)∼ (k1,k2, . . . ,km).

Тодi iснують τ ∈ S та бiєктивне вiдображення σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m}
такi, що (

Jτ(e jσ(1)),Jτ(e jσ(2)), . . . ,Jτ(e jσ(m)
)
)
= (ek1,ek2, . . . ,ekm).

Оскiльки S – група, то τ−1 ∈ S. Тодi, iз попередньої рiвностi,(
Jτ−1(Jτ(e jσ(1))),Jτ−1(Jτ(e jσ(2))), . . . ,Jτ−1(Jτ(e jσ(m)

))
)
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=
(
Jτ−1(ek1),Jτ−1(ek2), . . . ,Jτ−1(ekm)

)
.

Оскiльки τ−1 – обернене вiдображення до τ , то Jτ−1 ◦ Jτ = J1N , де 1N –
тотожне вiдображення на множинi N. Тому(

e jσ(1),e jσ(2), . . . ,e jσ(m)

)
=
(
Jτ−1(ek1),Jτ−1(ek2), . . . ,Jτ−1(ekm)

)
.

Iз цiєї рiвностi випливає, що

e jσ(t) = Jτ−1(ekt )

для кожного t ∈{1, . . . ,m}. Оскiльки σ – бiєктивне вiдображення, то iснує
обернене вiдображення σ−1. Нехай u ∈ {1, . . . ,m}. Пiдставимо t = σ−1(u)
в попередню рiвнiсть. Отримаємо

e j
σ(σ−1(u))

= Jτ−1
(
ek

σ−1(u)

)
,

тобто e ju = Jτ−1
(
ek

σ−1(u)

)
. Звiдси

(e j1,e j2 , . . . ,e jm) =
(
Jτ−1

(
ek

σ−1(1)

)
,Jτ−1

(
ek

σ−1(2)

)
, . . . ,Jτ−1

(
ek

σ−1(m)

))
,

тому (k1,k2, . . . ,km)∼ ( j1, j2, . . . , jm). Отже, вiдношення є симетричним.
Доведемо транзитивнiсть даного вiдношення. Нехай

( j1, j2, . . . , jm)∼ (k1,k2, . . . ,km) i (k1,k2, . . . ,km)∼ (s1,s2, . . . ,sm).

Тодi iснують τ1,τ2 ∈ S та бiєктивнi вiдображення σ1,σ2 : {1, . . . ,m} →
{1, . . . ,m} такi, що(

Jτ1(e jσ1(1)
),Jτ1(e jσ1(2)

), . . . ,Jτ1(e jσ1(m)
)
)
= (ek1,ek2, . . . ,ekm) (9)

i (
Jτ2(ekσ2(1)

),Jτ2(ekσ2(2)
), . . . ,Jτ2(ekσ2(m)

)
)
= (es1,es2, . . . ,esm). (10)

Iз рiвностi (9) випливає, що

Jτ1(e jσ1(t)
) = ekt для кожного t ∈ {1, . . . ,m}. (11)

Iз рiвностi (10) випливає, що

Jτ2(e jσ2(u)
) = esu для кожного u ∈ {1, . . . ,m}. (12)
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Нехай u ∈ {1, . . . ,m}. Пiдставивши t = σ2(u) в рiвнiсть (11), отримаємо

Jτ1

(
e jσ1(σ2(u))

)
= ekσ2(u)

. (13)

Подiявши на рiвнiсть (13) вiдображенням Jτ2 , отримаємо

Jτ2(Jτ1(e jσ1(σ2(u))
)) = Jτ2(ekσ2(u)

).

Тодi, враховуючи рiвнiсть (12), отримаємо

Jτ2(Jτ1(e jσ1(σ2(u))
)) = esu,

таким чином, (k1,k2, . . . ,km)∼ (s1,s2, . . . ,sm). Отже, вiдношення є транзи-
тивним.

Лема 3.2. Нехай m ∈ N. Нехай S – довiльна пiдгрупа групи S∞. Нехай
( j1, j2, . . . , jm) ∼ (k1,k2, . . . ,km) для ( j1, j2, . . . , jm),(k1,k2, . . . ,km) ∈ Nm, де
вiдношення “∼” введено так, як у формулюваннi теореми 2. Нехай P :
ℓ1 →K – m-однорiдний неперервний GS-симетричний полiном. Тодi

AP(e j1,e j2, . . . ,e jm) = AP(ek1,ek2, . . . ,ekm),

де AP – це m-лiнiйне симетричне вiдображення асоцiйоване з полiномом
P.

Доведення. Оскiльки ( j1, j2, . . . , jm)∼ (k1,k2, . . . ,km), то iснують τ ∈ S та
бiєктивне вiдображення σ : {1, . . . ,m}→ {1, . . . ,m} такi, що(

Jτ(e jσ(1)),Jτ(e jσ(2)), . . . ,Jτ(e jσ(m)
)
)
= (ek1,ek2, . . . ,ekm).

Тому, згiдно iз лемою 3.1,

AP
(
e jσ(1),e jσ(2), . . . ,e jσ(m)

)
= AP(ek1,ek2, . . . ,ekm).

Звiдси, оскiльки вiдображення AP є симетричним i вiдображення σ є
бiєкцiєю, то, зважаючи на рiвнiсть (3), отримуємо потрiбну рiвнiсть.

Теоpема 3. Нехай S – пiдгрупа групи S∞. Для кожного m-однорiдного
неперервного GS-симетричного полiнома P : ℓ1 →K виконується рiвнiсть

P(x) = ∑
M∈Nm/∼

γM ∑
(n1,...,nm)∈M

xn1 · . . . · xnm, (14)

де x = (x1,x2, . . .) ∈ ℓ1, вiдношення “∼” визначено в теоремi 2 i γM =
AP(en1, . . . ,enm) для (n1, . . . ,nm) ∈ M, де AP – це m-лiнiйне симетричне
вiдображення асоцiйоване з полiномом P. При цьому, γM не залежить
вiд вибору (n1, . . . ,nm) ∈ M.
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Доведення. Згiдно iз теоремою 1, можемо записати P(x) згiдно з форму-
лою (7). Оскiльки ряд у правiй частинi рiвностi (7) є абсолютно збiжним,
то можемо переставити члени цього ряду наступним чином:

∞

∑
n1=1

· · ·
∞

∑
nm=1

xn1 . . .xnmAP(en1, . . . ,enm) =

= ∑
M∈Nm/∼

∑
(n1,...,nm)∈M

xn1 · . . . · xnmAP(en1, . . . ,enm).

Оскiльки, згiдно iз лемою 3.2, величина AP(en1, . . . ,enm) не залежить вiд
вибору (n1, . . . ,nm) ∈ M, то можемо AP(en1, . . . ,enm) позначити через γM i
винести за знак другої суми. Отримаємо

∑
M∈Nm/∼

∑
(n1,...,nm)∈M

xn1 · . . . · xnmAP(en1, . . . ,enm) =

= ∑
M∈Nm/∼

γM ∑
(n1,...,nm)∈M

xn1 · . . . · xnm.

Рiвнiсть (14) доведено.

Подяка. Дана робота виконана за пiдтримки Мiнiстерства освiти i
науки України, реєстрацiйний номер гранту 0125U000403.
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The work is devoted to the study of symmetric continuous homogeneous
polynomials on the Banach space ℓ1 over the field K ∈ {R,C} of all abso-
lutely summable sequences of elements from K. We consider the notion of
symmetry in the following sense. Every bijection τ on N generates some
isometrical isomorphism Jτ : ℓ1 → ℓ1 that rearranges elements of the stan-
dard Schauder basis according to τ. As a result, every subgroup S of the
group of all bijections on N generates the group GS of corresponding iso-
metrical isomorphisms on ℓ1. The structure of GS-symmetric homogeneous
continuous K-valued polynomials on ℓ1 is investigated in the present work.

Key words: polynomial, symmetric function, Banach space, absolutely
summable sequence.
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