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Описується структура множини виняткових векторів в розумінні 

Неванлінни для приєднаних цілих кривих скінченного порядку з лінійно 
залежними компонентами. Показано, що навіть для цілої кривої з ліній-
но незалежними компонентами відповідна їй приєднана ціла крива мо-
же бути з лінійно залежними компонентами. Відомо, що множину усіх 
неванліннових виняткових векторів для цілої кривої скінченного порядку 
з 𝜔𝜔-лінійно залежними компонентами в об’єднанні з підпростором 
𝐴𝐴0 = �𝑎⃗𝑎 ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝 : 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎 ≡ 0� можна подати у вигляді не більше ніж злі-
ченного об’єднання підпросторів 𝐴𝐴𝑗𝑗 , причому 𝜔𝜔 ≤ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐴𝐴𝑗𝑗 ≤ 𝑝𝑝 − 1 і 
𝐴𝐴𝑗𝑗 ⊃ 𝐴𝐴0. Встановлено, що відповідна приєднана ціла крива 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙 :𝑪𝑪 → 𝑪𝑪𝑞𝑞 , 
де 𝑞𝑞 = 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 , є з 𝜔𝜔∗ ≥  𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 − 𝐶𝐶𝑝𝑝−𝜔𝜔𝑙𝑙  лінійно залежними компонентами і для 
цієї приєднаної цілої кривої множина її неванліннових виняткових век-
торів в об’єднанні з підпростором A0

* = �𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 : 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) ⋅ 𝑏𝑏�⃗ ≡ 0� утворює 
не більше ніж зліченне об’єднання підпросторів Aj

* розмірності не вище 
q-1, причому Aj

* ⊃ A
0

∗
 і для кожного Aj

* існує так званий спеціальний ве-
ктор 𝑏𝑏�⃗𝑗𝑗 ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 , ортогональний до Aj

*. 
Ключові слова: ціла крива, ціла крива з лінійно залежними компо-

нентами, спеціальний вектор, приєднана ціла крива, неванлінновий ви-
нятковий вектор. 
 

В даній роботі використовуються основні результати теорії цілих 
кривих, а також позначення, використані в [1]-[4]. 

В [1] описано структуру множини неванліннових дефектних век-
торів для цілих кривих з лінійно залежними компонентами, а в роботі 
[2] показано, що це описання є повним. 

В пропонованій статті займемось описанням множини дефектних 
векторів в розумінні Неванлінни для приєднаних цілих кривих з лінійно 
залежними компонентами. 

Вектор 𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 , де 𝑞𝑞 = 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 , називається спеціальним(див. [3]), якщо 
існує 𝑙𝑙 векторів 𝑏𝑏�⃗𝑗𝑗 = �𝑏𝑏𝑗𝑗1, 𝑏𝑏𝑗𝑗2, … , 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑗𝑗 � ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑙𝑙, таких, що 
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𝑏𝑏�⃗ = �𝑏𝑏�⃗ 1, 𝑏𝑏�⃗ 2, … , 𝑏𝑏�⃗ 𝑙𝑙�; символ […] тут і надалі скрізь у статті означає вектор 
𝑏𝑏�⃗  з q координатами, що залежать від векторів 𝑏𝑏�⃗ 1, 𝑏𝑏�⃗ 2, … , 𝑏𝑏�⃗ 𝑙𝑙  та обчислю-
ються за такою формулою: 

��

𝑏𝑏1𝑗𝑗1 𝑏𝑏1𝑗𝑗2 ⋯ 𝑏𝑏1𝑗𝑗 𝑙𝑙
𝑏𝑏2𝑗𝑗1 𝑏𝑏2𝑗𝑗2 ⋯ 𝑏𝑏2𝑗𝑗 𝑙𝑙
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑏𝑏𝑙𝑙𝑗𝑗1 𝑏𝑏𝑙𝑙𝑗𝑗2 ⋯ 𝑏𝑏𝑙𝑙𝑗𝑗𝑙𝑙

�� 

де  𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, … , 𝑗𝑗𝑙𝑙  пробігають усі можливі значення, що задовольняють нері-
вність    1 ≤ 𝑗𝑗1 < 𝑗𝑗2 < ⋯ < 𝑗𝑗𝑙𝑙 ≤ 𝑝𝑝. Таких наборів значень якраз буде рі-
вно 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 . Цей спеціальний вектор визначається з точністю до перестав-
лянь компонент. 

Нехай 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = �𝑔𝑔1(𝑧𝑧),𝑔𝑔2(𝑧𝑧), … ,𝑔𝑔𝑝𝑝(𝑧𝑧)� – ціла крива. 
Відповідно до [4], під приєднаною цілою кривою порядку 𝑙𝑙, де 

𝑙𝑙 ≤ 𝑝𝑝 − 1, розуміємо q – вимірну цілу криву 
𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) = �𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧), 𝐺⃗𝐺 ′(𝑧𝑧), … , 𝐺⃗𝐺(𝑙𝑙−1)(𝑧𝑧)�, 

де 𝐺⃗𝐺(𝑠𝑠)(𝑧𝑧) = �𝑔𝑔1
(𝑠𝑠)(𝑧𝑧),𝑔𝑔2

(𝑠𝑠)(𝑧𝑧), … ,𝑔𝑔𝑝𝑝
(𝑠𝑠)(𝑧𝑧)�. Зрозуміло, що про приєднану 

цілу криву для 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = �𝑔𝑔1(𝑧𝑧),𝑔𝑔2(𝑧𝑧), … ,𝑔𝑔𝑝𝑝(𝑧𝑧)� можемо говорити при 
p ≥ 3. Також не розглядатимемо випадок 𝑙𝑙 = 1, оскільки, очевидно, 
𝐺⃗𝐺1(𝑧𝑧) = 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧). 

Для цілої кривої 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) з лінійно незалежними компонентами струк-
туру неванліннових дефектних векторів відповідної приєднаної цілої 
кривої 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) описано в роботах [3] та [5]. Відзначимо, що в роботі [6] 
вивчалась множина борелевих виняткових векторів для цілих кривих з 
лінійно залежними компонентами. 

Ціла крива 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = �𝑔𝑔1(𝑧𝑧),𝑔𝑔2(𝑧𝑧), … ,𝑔𝑔𝑝𝑝(𝑧𝑧)� називається цілою кри-
вою з ω-лінійно залежними компонентами (див. [1]), якщо розмірність 
лінійного підпростору 𝐴𝐴0 = �𝑎⃗𝑎 ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝 : 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎 ≡ 0� дорівнює  
ω, 0 ≤ ω ≤ 𝑝𝑝 − 2. Очевидно, що при ω = 0 матимемо звичайну цілу 
криву з лінійно незалежними компонентами. Нагадаємо, що характери-
стика росту T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺� та функція наближення m�𝑟𝑟, 𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� при 𝑎⃗𝑎 ∉ 𝐴𝐴0 ви-
значаються рівностями 

T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺� = 1
2π∫ 𝑙𝑙𝑙𝑙�𝐺⃗𝐺�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑��2𝜋𝜋

0 𝑑𝑑𝜑𝜑, 

m�𝑟𝑟, 𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� = 1
2π∫ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝐺𝐺�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜑𝜑 ��⋅‖𝑎𝑎�⃗ ‖

�𝐺𝐺�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 �⋅𝑎𝑎�⃗ �
2𝜋𝜋

0 𝑑𝑑𝜑𝜑. 

Для векторів 𝑎⃗𝑎 = �𝑎𝑎1,𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑝𝑝� та 𝑏𝑏�⃗ = �𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑝𝑝� їхній скаляр-
ний добуток задається так: 𝑎⃗𝑎 ∙ 𝑏𝑏�⃗ = 𝑎𝑎1𝑏𝑏�1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏�2, … ,𝑎𝑎𝑝𝑝𝑏𝑏�𝑝𝑝 . Відповідно 
‖𝑎⃗𝑎‖ = √𝑎⃗𝑎 ∙ 𝑎⃗𝑎. 

Розглянемо 
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δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑟𝑟→∞

𝑚𝑚�𝑟𝑟 ,𝑎𝑎�⃗ ,𝐺𝐺�
𝑇𝑇�𝑟𝑟 ,𝐺𝐺�

. 

Якщо δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� > 0, то 𝑎⃗𝑎 називається неванлінновим винятковим ве-
ктором. При цьому δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� називається величиною дефекта. 

Позначимо через D�𝐺⃗𝐺� = �𝑎⃗𝑎 ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝\𝐴𝐴0: δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� > 0� множину нева-
нліннових виняткових векторів цілої кривої 𝐺⃗𝐺. 

Варто відзначити, що для цілої кривої 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) з лінійно незалежними 
компонентами відповідна приєднана ціла крива 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) не обов’язково 
буде з лінійно незалежними компонентами. Це можемо підтвердити та-
кими прикладами. 

1) Розглянемо чотиримірну цілу криву 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = (1, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3).  
Очевидно, її компоненти є лінійно незалежними функціями. Оскільки 
𝐺⃗𝐺 ′(𝑧𝑧) = (0,1,2𝑧𝑧, 3𝑧𝑧2), то компонентами відповідної приєднаної цілої 
кривої 𝐺⃗𝐺2(𝑧𝑧) будуть такі функції: 

𝑔𝑔21 = �1 𝑧𝑧
0 1� = 1, 𝑔𝑔22 = �1 𝑧𝑧2

0 2𝑧𝑧
� = 2z, 𝑔𝑔23 = �1 𝑧𝑧3

0 3𝑧𝑧2� = 3𝑧𝑧2, 

𝑔𝑔24 = �𝑧𝑧 𝑧𝑧2

1 2𝑧𝑧
� = 𝑧𝑧2, g25 = �z z3

1 3z2� = 2𝑧𝑧3, g26 = �z
2 z3

2z 3z2� = z4. 
Бачимо, що 𝑔𝑔23 = 3𝑔𝑔24. Тому отримана приєднана ціла крива 

𝐺⃗𝐺2(𝑧𝑧) = (1,2𝑧𝑧, 3𝑧𝑧2, 𝑧𝑧2, 2𝑧𝑧3, 𝑧𝑧4) є з лінійно залежними компонентами при 
𝜔𝜔 = 1. 

2) Аналогічно до попереднього прикладу знаходимо для цілої кри-
вої 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = (1, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧4) відповідну приєднану цілу криву  
𝐺⃗𝐺2(𝑧𝑧) = (1,2𝑧𝑧, 4𝑧𝑧3, 𝑧𝑧2, 3𝑧𝑧4, 2𝑧𝑧5), яка, очевидно, є з лінійно незалежними 
компонентами. 

Зауваження. Можна переконатись, що для усіх p ≥ 3 та 𝑙𝑙 ≤ 𝑝𝑝 − 1 
для цілої кривої 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = (1, 𝑧𝑧, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧4, … , , 𝑧𝑧2𝑝𝑝−2) відповідна приєднана ці-
ла крива 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) є з лінійно залежними компонентами. 

Повернемось тепер до випадку, коли ціла крива  
𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) = �𝑔𝑔1(𝑧𝑧),𝑔𝑔2(𝑧𝑧), … ,𝑔𝑔𝑝𝑝(𝑧𝑧)� є з 𝜔𝜔-лінійно залежними компонентами. 
В [1] показано, що множина D�𝐺⃗𝐺� = �𝑎⃗𝑎 ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝\𝐴𝐴0: δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� > 0� неванлін-
нових дефектних векторів такої кривої скінченного порядку в 
об’єднанні з 𝐴𝐴0 є не більше ніж зліченним об’єднанням підпросторів 
𝐴𝐴𝑗𝑗 ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝  розмірності ≤ 𝑝𝑝 − 1. Відзначимо, що обов’язково 𝐴𝐴0 ⊂ 𝐴𝐴𝑗𝑗  для 
всіх j. Базисних компонент (тобто таких, що вони є лінійно незалежни-
ми і кожна компонента розглядуваної цілої є їхньою лінійною комбіна-
цією) буде рівно 𝑝𝑝 − 𝜔𝜔. Тому, враховуючи те, що навіть для цілої кривої 
з лінійно незалежними компонентами відповідна приєднана ціла крива 
може бути з лінійно залежними компонентами, для цілої кривої з ω -
лінійно залежними компонентами відповідна приєднана ціла крива 
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𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) матиме не більше ніж 𝐶𝐶𝑝𝑝−𝜔𝜔𝑙𝑙  базисних компонент, отже, буде з 
ω∗ ≥  𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 − 𝐶𝐶𝑝𝑝−𝜔𝜔𝑙𝑙  лінійно залежними компонентами. Зрозуміло, що розг-
лядаємо приєднані цілі криві 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) при 𝑙𝑙 < 𝑝𝑝 − 𝜔𝜔, бо інакше отримуємо, 
що кожна компонента приєднаної цілої кривої є  добутком якоїсь фіксо-
ваної компоненти на відповідне число при 𝑙𝑙 = 𝑝𝑝 − 𝜔𝜔, або, взагалі, усі 
компоненти є тотожніми нулямипри 𝑙𝑙 > 𝑝𝑝 − 𝜔𝜔. Позначимо  

  A0
* = �𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 : 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) ⋅ 𝑏𝑏�⃗ ≡ 0� 

Відомо [4], що нерівність  
T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� ≤ {𝑙𝑙 + 𝑜𝑜(1)}T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺�, 𝑟𝑟 → ∞ 

виконується поза множиною скінченної довжини, причому для цілих 
кривих скінченного порядку ця нерівність виконується всюди. 

Виходячи з [1], можемо стверджувати, що 𝐷𝐷�𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� ∪ A0
* являє собою 

не більше ніж зліченне об′єднання підпросторів із 𝑪𝑪𝑞𝑞  розмірності не 
вище 𝑞𝑞 − 1 у випадку ρ�𝐺⃗𝐺� < ∞. Однак, із того, що не кожна ціла крива 
з 𝑪𝑪𝑞𝑞  є приєднаною для деякої р – мірної цілої кривої, випливає, як ми 
нижче побачимо, що не для кожного не більше ніж зліченного 
об′єднання підпросторів із 𝑪𝑪𝑞𝑞  розмірності не вище 𝑞𝑞 − 1 знайдеться  
р – мірна ціла крива 𝐺⃗𝐺, така що 𝐷𝐷�𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� ∪ A0

* співпадає з цим об′єднанням. 
Ми покажемо, що результати, отримані в [3] та [5], можна перене-

сти з деякими змінами на випадок цілої кривої з лінійно залежними 
компонентами. 

Лема. Нехай 𝐺⃗𝐺 – р-мірна ціла криваз ω-лінійно залежними компо-
нентами, A ⊂ 𝑪𝑪𝑞𝑞 , де𝑞𝑞 = 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 , 1 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 𝑝𝑝 − 1– підпростір з dim 𝐴𝐴 ≤ 𝑞𝑞 − 1; 
𝐵𝐵– ортогональне доповнення до 𝐴𝐴. Припустимо, що для довільного 
𝑎⃗𝑎 ∈ 𝐴𝐴 ∖ 𝐴𝐴0

∗  виконується δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� > 0. Тоді існує хоча б один спеціальний 
вектор  𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝐵𝐵 ∖ {0}. 

Слід відзначити, що не для кожного підпростору 𝐵𝐵 існує спеціаль-
ний вектор 𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝐵𝐵 ∖ {0}. Як випливає з означення спеціального вектора, 
він являє собою представлення р – вимірних векторів 𝑏𝑏�⃗ 1, 𝑏𝑏�⃗ 2, … , 𝑏𝑏�⃗ 𝑙𝑙 , тобто 
визначається 𝑝𝑝𝑝𝑝 комплексними числами. Тому неважко вказати підпрос-
тір розмірності 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 − 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 1 (зрозуміло, при таких 𝑝𝑝 та 𝑙𝑙, при яких 
𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 − 𝑙𝑙𝑙𝑙 − 1 > 0), який не містить спеціальних векторів, відмінних від 
нульового. 

Д о в е д е н н я . Очевидно, що для довільних векторів 𝑎⃗𝑎∗ ∈ A0
*, 

𝑎⃗𝑎 ∈ ℂ𝑞𝑞 ∖ 𝐴𝐴0
∗  та числа α ∈ 𝑪𝑪 ∖ {0} виконується рівність 

δ�𝑎⃗𝑎∗ + α𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺� = δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺�, 
тому природним є вважати A0

* ⊂ 𝐵𝐵. 
Зауважимо, що якщо вектор 𝑏𝑏�⃗ = �𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑞𝑞� – спеціальний, то 

спеціальним буде і вектор 𝑏𝑏�⃗ ∗ = �𝑏̄𝑏1, 𝑏̄𝑏2, … , 𝑏̄𝑏𝑞𝑞�. Для зручності ми доведе-
мо існування такого вектора  𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝐵𝐵\�0�⃗ �, що вектор 𝑏𝑏�⃗ ∗– спеціальний. 
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Нехай dim 𝐴𝐴 = 𝑠𝑠. Виберемо лінійно незалежні вектори 𝑎⃗𝑎1, 𝑎⃗𝑎2, … , 𝑎⃗𝑎𝑠𝑠 
із 𝐴𝐴 ∖ 𝐴𝐴0

∗  і розглянемо вектор-функцію 𝐺⃗𝐺∗(𝑧𝑧) = �𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎1, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅
𝑎𝑎2,…,𝐺𝐺𝑙𝑙𝑧𝑧⋅𝑎𝑎𝑠𝑠. Розглянемо Φ𝑧𝑧 – мероморфну функцію без нулів, 
полюсами якої є спільні нулі функцій 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎1,  𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎2,   … ,  𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅
𝑎⃗𝑎𝑠𝑠. Тоді 𝐺⃗𝐺1

∗(𝑧𝑧) = 𝐺⃗𝐺∗(𝑧𝑧) ⋅Φ(𝑧𝑧) – s-мірна ціла крива. 
Покажемо, що існує δ > 0, таке що 

1
2π
� 𝑙𝑙𝑙𝑙�𝐺⃗𝐺∗�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑��

2𝜋𝜋

0
𝑑𝑑𝜑𝜑 = 

= 𝑇𝑇�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺1
∗� + 𝑁𝑁(𝑟𝑟,Φ) ≤ {1 − 𝛿𝛿 + 𝑜𝑜(1)}𝑇𝑇�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺�, 𝑟𝑟 → ∞.            (1) 

Дійсно, ми можемо вибрати вектор λ�⃗ = �𝜆̄𝜆1, 𝜆̄𝜆2, … , 𝜆̄𝜆𝑠𝑠� ∈ 𝐶𝐶𝑠𝑠 , такий що  
m�𝑟𝑟, λ�⃗ , 𝐺⃗𝐺1

∗� = o�𝑇𝑇�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺1
∗��, 𝑟𝑟 → ∞.                              (2) 

З іншого боку, 𝑎⃗𝑎 = λ1𝑎⃗𝑎1 + λ2𝑎⃗𝑎2 + ⋯+ λ𝑠𝑠𝑎⃗𝑎𝑠𝑠 ∈ 𝐴𝐴, тому  
δ�𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� = δ > 0. Тоді 

m�𝑟𝑟, 𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� ≥ {δ + 𝑜𝑜(1)}T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�, 𝑟𝑟 → ∞.                         (3) 
Очевидно, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎 = 𝐺⃗𝐺1

∗(𝑧𝑧) ⋅ λ�⃗ /Φ(𝑧𝑧), звідки N�𝑟𝑟, 𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� = 
= N�𝑟𝑟, λ�⃗ , 𝐺⃗𝐺1

∗� + N(𝑟𝑟,Φ), і, відповідно до першої основної теореми для ці-
лих кривих, маємо 

T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� − m�𝑟𝑟, 𝑎⃗𝑎, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� = T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺1
∗� − m�𝑟𝑟, λ�⃗ , 𝐺⃗𝐺1

∗� + N(𝑟𝑟,Φ) + O(1), 𝑟𝑟 → ∞. 
Підставляючи в цю рівність (2) та (3), отримаємо (1). 

З (1) випливає, що 
1

2π∫ 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝐺𝐺∗�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 ��
�𝐺𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 ��

2𝜋𝜋
0 𝑑𝑑𝜑𝜑 ≤ {−𝛿𝛿 + 𝑜𝑜(1)}𝑇𝑇�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�, 𝑟𝑟 → ∞. 

Так як T�𝑟𝑟, 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� → ∞, 𝑟𝑟 → ∞, то існує функція φ = φ(𝑟𝑟), така що 
�𝐺𝐺�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 (𝑟𝑟)��
�𝐺𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 (𝑟𝑟)��

→ 0, 𝑟𝑟 → ∞.                                    (4) 

Оскільки для довільного вектора 𝑎⃗𝑎 ∈ 𝐴𝐴 існує вектор λ�⃗ = �𝜆̄𝜆1, 𝜆̄𝜆2, … , 𝜆̄𝜆𝑠𝑠� ∈ 𝑪𝑪𝑠𝑠, 
такий що �𝐺𝐺𝑙𝑙���⃗ (𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎� = �𝐺𝐺1

∗����⃗ (𝑧𝑧) ⋅ 𝜆𝜆� ≤ �𝐺⃗𝐺1
∗(𝑧𝑧)� ⋅ �𝜆𝜆�, то з (4) випливає, що 

�𝐺𝐺�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 (𝑟𝑟)�⋅𝑎𝑎�⃗ �
�𝐺𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 (𝑟𝑟)��⋅‖𝑎𝑎�⃗ ‖

→ 0, 𝑟𝑟 → ∞,                                   (5) 

рівномірно по 𝑎⃗𝑎 ∈ 𝐴𝐴. 
Тепер подамо 

𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖φ(𝑟𝑟)� = �𝑎⃗𝑎(𝑟𝑟) + 𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟)� �𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟)��,                     (6) 

де 𝑎⃗𝑎(𝑟𝑟) ∈ 𝐴𝐴, 𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟) ∈ 𝐵𝐵. 
Оскільки �𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟)� ≤ 1, то існує послідовність (𝑟𝑟𝑛𝑛)𝑛𝑛=1

∞ , 𝑟𝑟𝑛𝑛 → ∞ при 𝑛𝑛 → ∞, 
така що 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞ 𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟𝑛𝑛) = 𝑏𝑏�⃗ . Позначимо коротко 𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟𝑛𝑛) = 𝑏𝑏�⃗ 𝑛𝑛 . Очевидно, 
𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝐵𝐵. 

Так як 𝑎⃗𝑎(𝑟𝑟) ⊥ 𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟), то, згідно (5) та (6) робимо висновок, 
що𝑎⃗𝑎(𝑟𝑟) → 0, �𝑏𝑏�⃗ (𝑟𝑟)� → 1 при r → ∞. 
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Тепер маємо: 
�𝐺𝐺𝑙𝑙���⃗ �𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅ 𝑏𝑏�⃗ � ≥ �𝐺𝐺𝑙𝑙���⃗ �𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅  𝑏𝑏𝑛𝑛����⃗ � − �𝐺𝐺𝑙𝑙���⃗ �𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅ �𝑏𝑏�⃗ − 𝑏𝑏𝑛𝑛����⃗ �� ≥ 

≥ ��𝑎⃗𝑎(𝑟𝑟𝑛𝑛) + 𝑏𝑏𝑛𝑛����⃗ � ⋅ 𝑏𝑏𝑛𝑛����⃗ � ⋅ �𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )�� − 

−�𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )�� ⋅ �𝑏𝑏�⃗ − 𝑏𝑏�⃗ 𝑛𝑛� = ��𝑏𝑏�⃗ 𝑛𝑛�
2
− �𝑏𝑏�⃗ − 𝑏𝑏�⃗ 𝑛𝑛�� ⋅ �𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )��, 

звідки випливає, що 
�𝐺𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 (𝑟𝑟𝑛𝑛 )�⋅𝑏𝑏�⃗ �

�𝐺𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑 (𝑟𝑟𝑛𝑛 )��⋅�𝑏𝑏�⃗ �
≥ �𝑏𝑏�⃗ 𝑛𝑛�

2
− �𝑏𝑏�⃗ − 𝑏𝑏�⃗ 𝑛𝑛� → 1,𝑛𝑛 → ∞. 

Тоді, відповідно до тотожності ∑�𝛼𝛼𝑖𝑖𝛽𝛽𝑗𝑗 − 𝛼𝛼𝑗𝑗𝛽𝛽𝑖𝑖�
2

+ |∑𝛼𝛼𝑖𝑖𝛽𝛽𝑖𝑖|2 = 
= ∑|𝛼𝛼𝑖𝑖|2 ⋅ ∑�𝛽𝛽𝑗𝑗 �

2
, отримуємо: 

 

��𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖φ(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅ 𝑏𝑏�⃗ ∗��
2

= ��𝑔𝑔𝑙𝑙𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅ 𝑏̄𝑏𝑘𝑘 − 𝑔𝑔𝑙𝑙𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅ 𝑏̄𝑏𝑚𝑚�
𝑚𝑚<𝑘𝑘

× 

× ���𝑔𝑔𝑙𝑙𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )��
2

𝑞𝑞

𝑚𝑚=1

⋅ ��𝑏̄𝑏𝑘𝑘�
2

𝑞𝑞

𝑚𝑚=1

�

−1

≤ 1 −
�𝐺⃗𝐺𝑙𝑙�𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 )� ⋅ 𝑏𝑏�⃗ �

�𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑟𝑟𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑(𝑟𝑟𝑛𝑛 ))� ⋅ �𝑏𝑏�⃗ �
→ 0, 

𝑛𝑛 → ∞. 
Звідси робимо висновок, що 𝑏𝑏�⃗ ∗ – спеціальний вектор. В протилежному 
випадку (див. [4, п.1]) було б ��𝑥⃗𝑥 ⋅ 𝑏𝑏�⃗ ∗�� ≥ δ𝑙𝑙�𝑏𝑏�⃗ ∗� > 0 для усіх спеціаль-

них векторів𝑥⃗𝑥, зокрема, для 𝑥⃗𝑥 = 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙(𝑧𝑧). Тим самим наша лема доведена. 
З доведеної леми і відповідної теореми в [3] безпосередньо випли-

ває такий результат. 
Теорема. Нехай 𝐺⃗𝐺- ціла р-вимірна крива скінченного порядку з  

ω-лінійно залежними компонентами. Тоді (1 < 𝑙𝑙 < 𝑝𝑝 − ω): 
1) D�𝐺⃗𝐺𝑙𝑙� ∪ A0

* = ⋃ 𝐴𝐴𝑗𝑗∗∞
𝑗𝑗=−∞ , де Aj

* – підпростори з 𝑪𝑪𝑞𝑞 , де𝑞𝑞 = 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 , 
причому ω∗ ≤ dimAj* = 𝑞𝑞𝑗𝑗 ≤ 𝑞𝑞 − 1; 

2) для кожного j існує спеціальний вектор 𝑏𝑏�⃗𝑗𝑗 ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 , ортогональний 
до Aj

*. 
Нам не вдалося з‘ясувати, чи підпростори Aj

* повинні задовольня-
ти ще яким-небудь умовам. 
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We study the structure of the set of exceptional vectors in the sense of 
Nevanlinna for associated entire curves of finite order with linearly depend-
ent components. It is shown that even if an entire curve has linearly inde-
pendent components, its associated entire curve may nevertheless have line-
arly dependent components. It is known that the set of all Nevanlinna excep-
tional vectors of a finite-order entire curve with linearly dependent compo-
nents, together with a given subspace 𝐴𝐴0 = �𝑎⃗𝑎 ∈ 𝑪𝑪𝑝𝑝 : 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) ⋅ 𝑎⃗𝑎 ≡ 0�, can be 
expressed as at most a countable union of subspaces 𝐴𝐴𝑗𝑗 , satisfying 𝜔𝜔\
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐴𝐴𝑗𝑗 ≤ 𝑝𝑝 − 1and  𝐴𝐴𝑗𝑗 ⊃ 𝐴𝐴0. Furthermore, it is established that the corre-
sponding associated entire curve 𝐺⃗𝐺𝑙𝑙 :𝑪𝑪  → 𝑪𝑪𝑞𝑞 , where 𝑞𝑞 = 𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 , also has 
𝜔𝜔∗ ≥  𝐶𝐶𝑝𝑝𝑙𝑙 − 𝐶𝐶𝑝𝑝−𝜔𝜔𝑙𝑙  linearly dependent components. For this associated entire 
curve, the set of its Nevanlinna exceptional vectors, together with the sub-
space A0

* = �𝑏𝑏�⃗ ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 : 𝐺⃗𝐺(𝑧𝑧) ⋅ 𝑏𝑏�⃗ ≡ 0�, constitutes at most a countable union of 
subspaces Aj

*  of dimension not exceeding mathrm {𝑞𝑞 − 1}, where Aj
* ⊃ A

0

∗
. 

In addition, for each Aj
*, there exists a so-called special vector 𝑏𝑏�⃗𝑗𝑗 ∈ 𝑪𝑪𝑞𝑞 , or-

thogonal to Aj
*. 

Keywords: entire curve; entire curve with linearly dependent compo-
nents; special vector; associated entire curve; Nevanlinna exceptional vector. 
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