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Для деякого лiнiйного диференцiального рiвняння з частинни-
ми похiдними першого порядку доведено обмеженiсть L-iндексу за
напрямком b = (b1,b2) усiх його цiлих розв’язкiв вiд двох змiнних
з обмеженою кратнiстю нульових точок. Функцiя L задається як
модуль добутку похiдної за напрямком b вiд функцiї zw на функцiю
l(zw), а цiлий розв’язок зображається через добуток показникової
функцiї ez та довiльної цiлої функцiї f (zw) такої, що f : C→ C має
обмежений l-iндекс.

Ключовi слова: цiлий розв’язок, обмежений iндекс за напрям-
ком, лiнiйне диференцiальне рiвняння з частинними похiдними пер-
шого порядку.
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1. Вступ
Наведемо необхiднi означення. Цiла функцiя F :Cn →C називається
([6, 3]) функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn \ {0},
якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для кожного m ∈ Z+ та кожного z ∈Cn∣∣∂ m

b F(z)
∣∣

m!Lm(z)
≤ max

{∣∣∂ k
bF(z)

∣∣
k!Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ m0

}
, (1)

де ∂ 0
b F(z) = F(z), ∂bF(z) =

n
∑
j=1

∂F(z)
∂ z j

b j, ∂ k
bF(z) = ∂b

(
∂

k−1
b F(z)

)
, k ≥ 2.

Найменше m0 =m0(b) називається L-iндексом за напрямком b∈Cn\
{0} цiлої функцiї F(z) та позначається через Nb(F,L) = m0. Якщо
n = 1, b = 1, L = l, F = f , то отримаємо означення обмеженого l-
iндексу для цiлої функцiї однiєї комплексної змiнної та N( f , l) =
N1( f , l).

Для η > 0, z ∈ Cn, b = (b1, . . . ,bn) ∈ Cn \ {0} та додатної непе-
рервної функцiї L : Cn → R+ визначимо

λ (η) = sup
z∈Cn

sup
t

{
L(z+ tb)

L(z)
: |t| ≤ η

L(z)

}
.

Через Qn
b позначимо клас функцiй L таких, що λ (η) скiнченне для

будь-якого η > 0. Також використовуємо позначення Q = Q1
1 для

класу додатних неперервних функцiй l(z) при z ∈ C, b = 1, n = 1,
L ≡ l.

2. Основний результат
В аналiтичнiй теорiї диференцiйних рiвнянь вiдомо, що кожний цi-
лий чи мероморфний розв’язок алгебраїчного диференцiйного рiв-
няння першого порядку на комплекснiй площинi має скiнченний
порядок зростання. Водночас такий факт не справджується для лi-
нiйних диференцiйних рiвнянь з частинними похiдними першого
порядку. Найпростiший приклад такого рiвняння у свiй час навiв
А.А. Гольдберг у [5]

z1
∂w
∂ z1

− z2
∂w
∂ z2

= 0.
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Його загальний цiлий розв’язок задається w = f (z1z2), де f (u) —
довiльна цiла функцiя вiд однiєї комплексної змiнної.

У цiй статтi ми розглянемо дещо загальнiше рiвняння, яке на-
водиться також у монографiї [9, c.413], як приклад рiвняння, цiлi
розв’язки якого можуть бути нескiнченного порядку i до якого не
можна застосувати теорiю, розроблену Ш. Стрелiцем на основi ме-
тоду Вiмана-Валiрона. Нещодавно [4], було знайдено достатнi умо-
ви обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих розв’язкiв хви-
льового рiвняння та сформульовано вiдкриту проблему про обме-
женiсть iндексу за напрямком цiлих розв’язкiв задачi Кошi для рiв-
няння теплопровiдностi, заданих перетворенням Фур’є.

Теорема 2.1. Нехай l : C → R+, l ∈ Q, а f : C → C — цiла функцiя
обмеженого l-iндексу. Кожний цiлий розв’язок u = u(z,w) рiвняння

z ·u′z −w ·u′w = z ·u (2)

має обмежений L-iндекс за напрямком b = (b1,b2), де u = f (z ·w)ez,
L(z,w) = max{1, |b1w+b2z|}l(z ·w).

Доведення. Ш. Стрелiц [9, c.413] вказав, що рiвняння (2) має за-
гальний розв’язок вигляду

u = f (z,w)ez, (3)

де f — довiльна цiла функцiя вiд двох змiнних. Водночас, вiн за-
значив, що таке рiвняння має цiлi трансцендентнi розв’язки нескiн-
ченного порядку. Для того, щоб їх отримати, досить для довiльної
функцiї u у розв’язку пiдiбрати функцiю f нескiнченного порядку.
Ш. Стрелiц побудував теорiю Вiмана-Валiрона для цiлих функцiй
вiд декiлькох комплексних змiнних у своїй монографiї та застосову-
вав її до вивчення цiлих розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдни-
ми. Вiн зазначив, що до рiвняння (2) ця теорiя не застосовна, бо
однорiдна форма, що вiдповiдає йому, перетворюється в нуль. Тому
дослiдимо його цiлi розв’язки з використанням поняття обмежено-
стi iндексу за напрямком. Для цього пiдставимо у рiвняння (2) зна-
йдений Стрелiцом загальний розв’язок (3) та його частиннi похiднi
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u′z(z,w) = f ′z(z,w) · ez + f (z,w) · ez, u′w(z,w) = f ′w(z,w) · ez. Дiстанемо

z · ( f ′z(z,w) · ez + f (z,w) · ez)−w · f ′w(z,w) · ez = z · f (z,w) · ez.

Подiливши на ez, матимемо z · f ′z(z,w)+ z · f (z,w)−w · f ′w(z,w) = z ·
f (z,w). Пiсля спрощення остаточно отримуємо таке рiвняння:

z · f ′z(z,w)−w · f ′w(z,w) = 0.

Вiдповiдне рiвняння було, зокрема, розглянуте А.А. Гольбергом [5].
Вiн вказав, що розв’язок такого рiвняння має вигляд f = f (z ·w), де
f (u) — довiльна цiла функцiя вiд однiєї комплексної змiнної. Для
такої функцiї f (z ·w) в [6] було доведено обмеженiсть L-iндексу за
кожним напрямком b = (b1,b2), де L(z,w) = (|z|+ |w|+ 1)l(z ·w), а
f : C → C — цiла функцiя обмеженого l-iндексу. Водночас, у [7]
було доведено таке твердження

Лема 2.1 ([7]). Нехай l ∈ Q, f : C→C — цiла функцiя обмеженого l-
iндексу, Φ : Cn →C цiла функцiя, b ∈Cn \{0}. Вважаємо, що l(w)≥
1, w ∈ C, та L ∈ Qn

b при L(z) = max{1, |∂bΦ(z)|} l(Φ(z)) i для всiх
z ∈ Cn та k ∈ {1,2, . . . ,N( f , l)+1} маємо

|∂ k
bΦ(z)|⩽ K(l(Φ(z)))1/(N( f ,l)+1)|∂bΦ(z)|k, (4)

де K ⩾ 1 — стала. Тодi цiла функцiя F(z) = f (Φ(z)) має обмежений
L-iндекс за напрямком b.

У лемi 2.1 покладемо Φ(z,w) = z ·w, отримаємо ∂bΦ(z) = b1w+
b2z, ∂ 2

b Φ(z) = 2b1b2, ∂ 3
b Φ(z) = 0 при k ⩾ 3. Тому нерiвнiсть (4) бу-

де виконуватися для всiх k. Отже, за лемою 2.1 функцiя f (z · w)
має обмежений L-iндекс за кожним напрямком b при L(z,w) = l(z ·
w)max{1, |b1w+b2z|}. Водночас, добуток цiлих функцiй обмежено-
го L-iндексу за напрямком також буде функцiєю з цього ж класу
(див. [1]), тому функцiя u = f (z,w)ez матиме обмежений L-iндекс за
напрямком b.
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Подiбну задачу можна розглядати не тiльки у класi цiлих роз-
в’язкiв рiвняння (2), а й у класi аналiтичних в одиничнiй кулi роз-
в’язкiв, використовуючи результати з [2]. Ще одна особливiсть рiв-
няння (2) полягає в тому, що його лiву частину можна розглядати
як похiдну за змiнним напрямком, в даному випадку (z,−w), а тодi
застосувати результати про властивостi функцiй обмеженого iнде-
ксу за репером, тобто змiнним напрямком з [8]. Це, у свою чергу,
дозволить вивчати крайовi задачi, що мiстять похiднi за нормаллю
до поверхнi, тобто, по сутi, похiднi за змiнним напрямком.

Подяки. Дослiдження першого автора було профiнансовано На-
цiональним фондом дослiджень України, 2023.04/0160, 0124U003748.
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ON THE BOUNDEDNESS OF THE L-INDEX IN DIRECTION
OF ENTIRE SOLUTIONS OF THE GOLDBERG-STRELITZ

EQUATION
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For some linear first-order partial differential equation there is
proved the boundedness of the L-index in the direction b = (b1,b2)
of all its entire bivariate solutions with bounded multiplicity of zero
points. The function L is defined as the modulus of the product of the
derivative in the direction b of the function zw on the function l(zw),
and an entire solution is represented by the product of the exponential
function ez and an arbitrary entire function f (zw) such that f : C→C
has bounded l-index.

Key words: entire solution, bounded index in direction, linear
first-order partial differential equation.
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