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Розглянуто задачу згину функцiонально градiєнтної пластини
з перiодичною системою колiнеарних наскрiзних трiщин з урахува-
нням контактної взаємодiї їх берегiв. На основi класичної теорiї
згину пластин Кiрхгофа та спецiальної моделi контакту вздовж
лiнiї, що дозволяє усунути кiнематичну суперечнiсть взаємного
проникнення берегiв трiщини, сформульовано крайову задачу для
пари бiгармонiчних рiвнянь iз взаємопов’язаними умовами на роз-
рiзах. Методом сингулярних iнтегральних рiвнянь з перiодичним
ядром Гiльберта побудовано аналiтичний розв’язок задачi в замкну-
тiй формi. Детально дослiджено вплив профiлю неоднорiдностi
матерiалу та взаємного розташування трiщин на коефiцiєнти
iнтенсивностi зусиль i моментiв, а також на величину граничного
навантаження, визначену за енергетичним критерiєм руйнування.
Проведено числовий аналiз для конкретного випадку неоднорiдностi
з квадратичним розподiлом модуля пружностi по товщинi пласти-
ни, описаним полiномом Лежандра другого порядку, який моделює
як пластини з жорсткiшою периферiєю, так i з жорстким осер-
дям.

Ключовi слова: функцiонально градiєнтна пластина, перiоди-
чна система трiщин, контакт берегiв, метод сингулярних iнте-
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гральних рiвнянь, коефiцiєнти iнтенсивностi, граничне навантаже-
ння.

1. Вступ
Функцiонально градiєнтнi матерiали (ФГМ) набувають широкого
застосування в сучаснiй технiцi завдяки можливостi оптимiзацiї
властивостей конструкцiй. Особливо актуальними є пластини з
градiєнтом властивостей по товщинi, якi використовуються в аеро-
космiчнiй промисловостi, енергетицi та бiомедицинi [1,2]. Водночас
експлуатацiйнi навантаження та технологiчнi дефекти можуть при-
зводити до появи трiщин, поведiнка яких у неоднорiдних матерiалах
iнакша, нiж у однорiдних [3].

Для згину пластин характерним є нерiвномiрний розподiл
напружень по товщинi з рiзними знаками обабiч серединної по-
верхнi. У зонi стиску поверхнi трiщини можуть взаємодiяти мiж
собою. Це явище слiд обов’язково враховувати для отримання
коректних оцiнок напружено-деформованого та граничного стану
тонкостiнних елементiв конструкцiй. Класична теорiя згину пластин
без урахування контакту дає кiнематично суперечливi результати
– взаємне проникнення берегiв трiщини в зонi стиску [4, 5]. Для
усунення цiєї суперечностi в працях [6, 7] запропоновано модель
контакту вздовж лiнiї в рамках класичної теорiї Кiрхгофа. Для
однорiдних пластин з системами трiщин перiодичнi контактнi задачi
вивчалися в працях [8–12].

Водночас вплив функцiональної градiєнтностi на поведiнку
контактних трiщин, особливо для перiодичних систем дефектiв,
залишається недостатньо дослiдженим. Метою даної роботи є до-
слiдження напружено-деформованого стану та граничної рiвноваги
поперечно неоднорiдної пластини з перiодичною системою колiне-
арних трiщин з урахуванням контактної взаємодiї їх берегiв.

2. Постановка задачi та модель контакту
Розглянемо нескiнченну пластину (x,y,z)∈R2× [−h,h], виготовлену
з функцiонально градiєнтного матерiалу з модулем пружностi E(z),

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2025. – № 20(76)



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 151

який симетрично змiнюється по товщинi, та сталим коефiцiєнтом
Пуассона ν . Пластина послаблена перiодичною системою прямо-
лiнiйних наскрiзних трiщин завдовжки 2l, розташованих уздовж
прямої з перiодом d.

Для опису часткового закриття трiщин в рамках теорiй плоско-
го напруженого стану та згину за Кiргхофом використовуємо модель
контакту вздовж лiнiї [6,7]. Суть моделi полягає в наступному: через
втрату антисиметрiї вiдносно серединної поверхнi напружений стан
пластини з контактною трiщиною подається як суперпозицiя скла-
дових згину та плоского напруженого стану. Неповне по товщинi
контакт берегiв розрiзу iнтерпретуємо як змикання його країв у
лицьовiй поверхнi пластини.

Напружено-деформований стан пластини описується системою
бiгармонiчних рiвнянь:

∆∆ϕ = 0, ∆∆w = 0, (x,y) ∈ R2 \L, (1)

де ϕ – функцiя напружень Ерi для плоского напруженого стану, w
– прогин пластини, ∆ = ∂ 2/∂x2 + ∂ 2/∂y2 – двовимiрний оператор
Лапласа, L =

(
−l + k d, l + k d

)
, k ∈ Z – сукупнiсть розташування

трiщин.
На берегах трiщин формулюємо умови гладкого односторон-

нього контакту:

[uy] = h|[ϑy]|> 0, My = hNy sgn[ϑy], Ny ≤ 0, x ∈ L, y = 0. (2)

На нескiнченностi задаємо умови рiвномiрного згину:

Nx = Nxy = Ny = 0, Mx = Mxy = 0, My = m, (x,y)→ ∞. (3)

У формулах (2), (3) квадратнi дужки позначають стрибок вiдпо-
вiдної величини при переходi через лiнiю трiщини; uy – нормальне
перемiщення, ϑy – кут повороту нормалi; Ni j – мембраннi зусилля,
Mi j – згинальнi моменти.
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3. Iнтегральнi рiвняння задачi
Для побудови розв’язку задачi (1)–(3) застосовуємо метод син-
гулярних iнтегральних рiвнянь. Використовуючи фундаментальнi
розв’язки бiгармонiчних рiвнянь та враховуючи перiодичнiсть за-
дачi, записуємо iнтегральнi подання для зусиль та моментiв на лiнiї
трiщини через похiднi вiд невiдомих функцiй стрибка [13, 14]:

Ny(x,0) =
B
4

∫ l

−l
ctg

π (ξ − x)
d

[
uy
]′
(ξ ) dξ ,

My(x,0) = m − Da
4

∫ l

−l
ctg

π (ξ − x)
d

[
ϑy

]′
(ξ ) dξ ,

(4)

де

B =
∫ h

−h
E(z)dz, D =

1
1−ν2

∫ h

−h
E(z)z2 dz, a = (3+ν)(1−ν).

Вважаємо, що стрибок [ϑy] є знакосталим на всiй довжинi
трiщини. Тодi пiсля пiдстановки виразiв (4) в крайовi умови (2)
отримуємо iнтегральне рiвняння з сингулярним ядром Гiльберта:

Da(1+κ)

4π

∫ l

−l
ctg

π(ξ − x)
d

[ϑy]
′(ξ )dξ = m, x ∈ (−l, l), (5)

де

κ =
Bh2

Da
=

(1+ν)h2

3+ν

∫ h
−h E(z)dz∫ h

−h E(z)z2 dz
.

4. Аналiтичний розв’язок
Розв’язок iнтегрального рiвняння (4) має вигляд:

[ϑy]
′(x) =

4m
Da(1+κ)

tg(πλx/l)

cos(πλ )
√

tg2(πλ )− tg2(πλx/l)
, (6)

де λ = 2l/d ∈ [0,1) – безрозмiрний параметр, що характеризує
взаємне розташування трiщин.
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Iнтегруючи вираз (6), знаходимо стрибок кута повороту норма-
лi:

[ϑy](x) =− 4m
Da(1+κ)

1
πλ

Atanh

[
cos(πλ )

√
tg2(πλ )− tg2(πλx/l)

]
.

Iз кiнематичної умови контакту знаходимо стрибок нормально-
го перемiщення:

[uy](x) =
4|m|hκ

B(1+κ)

1
πλ

Atanh

[
cos(πλ )

√
tg2(πλ )− tg2(πλx/l)

]
.

Контактна реакцiя на берегах трiщини:

Ny(x,0) =− κ|m|
h(1+κ)

.

5. Коефiцiєнти iнтенсивностi та граничне навантаження
Коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль та моментiв характеризують син-
гулярнiсть полiв напружень поблизу вершин трiщин. З урахуванням
контакту берегiв

KN =
κ|m|

√
πl

h(1+κ)

√
tg(πλ )

πλ
, KM =

m
√

πl
1+κ

√
tg(πλ )

πλ
.

Використовуючи енергетичний критерiй руйнування для ком-
бiнованого навантаження:〈

G
〉
=

1
(2h)2 ⟨E⟩

(
K2

N + κ
(KM

h

)2
)
= 2

〈
γ∗
〉
,

де
〈
G
〉
– середнiй по товщинi потiк енергiї у вершину трiщини,〈

γ∗
〉
– середня питома поверхнева енергiя, знаходимо граничне

навантаження:

|m∗|= 2h2

√
2
〈
E
〉〈

γ∗
〉

πl

√
1+κ

κ

πλ

tg(πλ )
.
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6. Приклад розрахунку для рiзних профiлiв неоднорiдно-
стi

Нехай E(z) =
〈
E
〉(

1+ ε P2
( z

h

))
, де P2(ζ ) =

1
2 (3ζ 2 − 1) – полiном

Лежандра другого порядку, а ε – безрозмiрний параметр неодно-
рiдностi, який характеризує ступiнь вiдхилення вiд однорiдного
матерiалу.

При ε > 0 маємо жорсткiшу периферiю – модуль пружностi
збiльшується вiд серединної поверхнi до лицьових поверхонь. Та-
кий розподiл типовий для термобар’єрних покриттiв та захисних
елементiв конструкцiй. При ε = 0 отримуємо класичний випадок
однорiдної пластини. При ε < 0 маємо жорстке осердя – модуль
пружностi зменшується до периферiї, досягаючи мiнiмуму на ли-
цьових поверхнях. Такий розподiл може реалiзовуватися в сендвiч-
конструкцiях та легких панелях. Варiювання параметра ε дозволяє
моделювати широкий клас функцiонально градiєнтних матерiалiв.

На рис. 1–3 подано основнi результати розрахункiв при ν = 0.3
для трьох характерних випадкiв ε =−0.5,0,0.5.

hKN

|m|
√

πl

λ

Рис. 1: Коефiцiєнт iнтенсивностi зусиль для рiзних значень ε
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KM

m
√

πl

λ

Рис. 2: Коефiцiєнт iнтенсивностi моментiв для рiзних значень ε

|m∗|
m0

λ

Рис. 3: Граничне навантаження для рiзних значень ε , m0 =

2h2
√

2
〈
E
〉〈

γ∗
〉
/(πl)

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2025. – № 20(76)



156 МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА

7. Висновки
(1) Для 2D аналiзу часткового закриття трiщин за згину неоднорi-

дних по товщинi пластин розвинуто модель контакту вздовж
лiнiї. Ця модель дозволяє в рамках класичної теорiї пластин
адекватно описати складне явище контактної взаємодiї бере-
гiв трiщин, яке в загальному випадку вимагає тривимiрного
аналiзу.

(2) Методом сингулярних iнтегральних рiвнянь побудовано ана-
лiтичний розв’язок задачi згину для перiодичної системи колi-
неарних контактних трiщин. Отримання точного аналiтичного
розв’язку стало можливим завдяки особливiй структурi перiо-
дичного ядра Гiльберта.

(3) Подано приклад обчислення коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль
та моментiв. Встановлено, що контакт берегiв призводить до
появи мембранних напружень навiть при чистому згинi, що
принципово змiнює механiзм руйнування.

(4) З використанням енергетичного критерiю руйнування вста-
новлено залежнiсть граничного навантаження вiд взаємного
розташування трiщин. Показано, що зближення трiщин кри-
тично знижує несучу здатнiсть конструкцiї.

(5) Показано, що розрахункова мiцнiсть для трiснутої пласти-
ни з жорсткiшим осердям є меншою, нiж для пластини з
жорсткiшою периферiєю. Цей неочевидний результат має ва-
жливе практичне значення для проектування функцiонально
градiєнтних конструкцiй i показує, що оптимальний розподiл
властивостей суттєво залежить вiд типу дефектiв.

Отриманi результати можуть бути використанi для оцiнки мiцностi
функцiонально градiєнтних конструкцiй з дефектами типу трiщин.
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PLATE WITH PERIODIC SYSTEM OF COLLINEAR

CONTACT CRACKS

V. M. Petrashchuk
Laboratory of Damping Systems Modeling of Pidstryhach Institute for

Applied Problems in Mechanics and Mathematics NAS of Ukraine;
3 Mykytynets’ka str., Ivano-Frankivsk, 76002, Ukraine

e-mail: vpetrashchuk.academic@gmail.com

The bending problem of functionally graded plate with periodic
system of collinear through cracks with contact interaction of their
faces, which arises due to non-uniform stress distribution through the
plate thickness, is considered. Based on the classical Kirchhoff plate
bending theory and special contact model along a line, which allows
to eliminate the kinematic contradiction of mutual penetration of crack
faces, the boundary value problem for a pair of biharmonic equations
with interrelated conditions on cuts is formulated. Using the method
of singular integral equations with periodic Hilbert kernel, an exact
analytical solution of the problem in closed form is constructed. The
influence of material inhomogeneity profile and mutual arrangement
of cracks on stress and moment intensity factors, as well as on
limit load value determined by energy fracture criterion, is studied
in detail. Numerical analysis is performed for the specific case of
inhomogeneity with quadratic distribution of elastic modulus through
the plate thickness, described by the second-order Legendre polynomial,
which models both plates with stiffer periphery and with rigid core.

Key words: functionally graded plate, periodic system of cracks,
crack faces contact, method of singular integral equations, stress
intensity factors, limit load.
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