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У статті розглядається актуальна проблема математичного 
моделювання фізичних властивостей енергоносіїв у системах виробни-
цтва біогазу із зернової барди. Ефективність біогазових технологій 
значною мірою залежить від точного проектування та експлуатації 
систем транспортування сировини та виробленого біогазу. Основною 
метою роботи є розроблення математичних моделей ключових фізич-
них властивостей (густини, динамічної в’язкості, коефіцієнта 
об’ємного розширення, питомої масової ізобарної теплоємності та 
коефіцієнта теплопровідності) зернової барди, промислових стоків та 
біогазу. Для зернової барди отримано комплексну модель густини у ви-
гляді лінійної функції від температури та масової концентрації сухих 
речовин, тоді як динамічна в'язкість описана експоненційною залежні-
стю, натуральний логарифм якої є кубічним поліномом. Розрахункові 
залежності для фізичних властивостей промислових стоків, на прик-
ладі 4% розчину каустичної соди, встановлено у вигляді поліномів дру-
гого ступеня від температури, що з високою точністю апроксимують 
експериментальні дані. Запропоновано методику розрахунку ключових 
параметрів біогазу (густини та в'язкості) для гідравлічних розрахун-
ків, що базується на його компонентному складі. Розроблені моделі є 
основою для проведення теплогідравлічних розрахунків, оптимізації 
проектування та експлуатації трубопровідних систем у біогазових 
установках, що сприяє підвищенню їх надійності, безпеки та економіч-
ної доцільності. 

Ключові слова: енергоносій; біогаз; зернова барда; трубопровід-
ний транспорт; математичне моделювання; густина; динамічна в'яз-
кість; теплоємність; теплопровідність; коефіцієнт температурного 
розширення. 

 
Вступ 

У сучасному світі спостерігається зростаюча потреба в переході 
до відновлюваних джерел енергії як ключового елементу боротьби зі 
зміною клімату та забезпечення енергетичної безпеки. Серед перспек-
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тивних альтернатив біогаз, що отримується з органічних відходів, зок-
рема сільськогосподарських залишків, харчових відходів, вирізняється 
своєю здатністю одночасно генерувати енергію та сприяти утилізації 
відходів, зменшуючи викиди парникових газів. Україна, маючи знач-
ний аграрний сектор, володіє суттєвим потенціалом для виробництва 
біогазу з різноманітної біомаси, включаючи зернову барду, яка є цін-
ним побічним продуктом виробництва етанолу. Розвиток біогазових 
технологій в Україні не лише відповідає світовій тенденції, але й відк-
риває шлях до зміцнення енергетичної незалежності держави. 

Енергетична криза та необхідність зменшення залежності від ви-
копних палив ще більше підкреслюють актуальність досліджень у галу-
зі біогазу в Україні. Ефективність та економічна доцільність виробниц-
тва біогазу значною мірою залежать від налагодженого транспортуван-
ня як сировини до біогазової установки, так і виробленого біогазу до 
місця його використання або установки з підготовки до подачі в газот-
ранспортну мережу. 

Зернова барда, також відома як фуза, є залишком, що утворюється 
після процесу бродіння та дистиляції зерна у виробництві спирту, зок-
рема горілки [1]. Цей побічний продукт характеризується високим вмі-
стом органічних твердих речовин та вологи [2]. Зазвичай, на кожен літр 
виробленого спирту, на підприємствах, що використовують мелясу, 
утворюється від 8 до 15 літрів барди [3], і очікується, що на підприємс-
твах, що переробляють зерно, обсяги будуть подібними, що робить ба-
рду значним потоком відходів. Завдяки високому вмісту органічних 
речовин, барда є не лише екологічною проблемою щодо утилізації, але 
й цінним ресурсом для виробництва біогазу. 

Значний обсяг барди, що утворюється в процесі виробництва ал-
коголю, підкреслює необхідність ефективних стратегій її управління, і 
виробництво біогазу є одним із потенційно важливих рішень для ско-
рочення відходів та відновлення енергії. Такий підхід відповідає прин-
ципам циркулярної економіки, перетворюючи відхідний продукт на 
цінне джерело енергії. Високі обсяги виробництва алкоголю призво-
дять до відповідно високих обсягів утворення барди, що створює знач-
не навантаження на управління відходами. Виробництво біогазу про-
понує життєздатний шлях для використання цієї барди, що узгоджуєть-
ся з цілями сталого розвитку шляхом зменшення відходів та генерації 
відновлюваної енергії. 

У цьому контексті виробництво біогазу відіграє значну роль як 
технологія, що дозволяє перетворювати органічні відходи на цінне від-
новлюване паливо [1]. За оцінками, при виробництві біоетанолу мето-
дом сухого помелу приблизно третина сухої речовини зерна перетво-
рюється на барду [2, 3]. Цей побічний продукт, що також утворюється 
на спиртових та етанольних заводах є цінною сировиною для виробни-
цтва біогазу [4]. Післяспиртова барда являє собою суспензію світло-
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коричневого кольору, яка має запах зерна або іншої сировини [5]. Для 
подальшої переробки в біогаз барду можна використовувати як є, з вмі-
стом сухої речовини 7-12%, або попередньо згущувати до 30% сухої 
речовини шляхом випарювання [6]. Переробка цього відходу в біогаз 
надає спиртовим заводам можливість замінити значну частину, а іноді 
й до 100% споживаного палива у котлах, що дозволяє знизити собівар-
тість алкоголю та зменшити залежність від ринкових цін на традиційні 
енергоносії [5]. Отриманий біогаз, основною складовою якого є метан 
(55-75%) та вуглекислий газ (25-45%) [7], може використовуватися без-
посередньо в котельнях або для виробництва електроенергії. 

Ефективне транспортування післяспиртової барди від місця її 
утворення (спиртового заводу) до біогазової установки є критично ва-
жливим для економічної доцільності всього процесу. Часто для цього 
використовуються трубопровідні системи, які забезпечують безперерв-
ну та потенційно економічно вигідну доставку великих обсягів рідких 
відходів на значні відстані. 

Математичне моделювання фізичних властивостей енергоносіїв, 
таких як зернова барда, промислові стоки та сам біогаз, є критично ва-
жливим етапом для успішного проектування та ефективної експлуатації 
біогазових установок. Точне визначення густини необхідне для розра-
хунку масових витрат, гідростатичного тиску в ємностях та потужності 
насосного обладнання. Моделювання динамічної в'язкості дозволяє ко-
ректно оцінити гідравлічні опори в трубопроводах, що безпосередньо 
впливає на вибір діаметрів труб та енергоспоживання при перекачуван-
ні. 

Знання коефіцієнта об'ємного розширення є важливим для враху-
вання змін об'єму середовищ при коливаннях температури, а також при 
виконанні теплогідравлічних розрахунків із використанням відповідних 
критеріальних рівнянь (наприклад, число Грасгофа). Ізобарна теплоєм-
ність є ключовим параметром для теплових розрахунків, визначення 
енергетичного балансу процесів підігріву чи охолодження сировини та 
біогазу, а також для розрахунку ефективності теплообмінників. Адек-
ватне моделювання коефіцієнта теплопровідності дозволяє точно роз-
рахувати теплові втрати через стінки трубопроводів та обладнання, що 
впливає на загальну енергоефективність установки. 

Вказані фізичні властивості слугують вихідними даними для про-
ведення проектних та експлуатаційних теплогідравлічних розрахунків 
трубопровідних систем продукування біогазу. Неточність у визначенні 
цих параметрів може призвести до помилок у проектуванні, вибору не-
оптимального обладнання, збільшення експлуатаційних витрат та на-
віть до аварійних ситуацій. Таким чином, актуальність такого моделю-
вання полягає у забезпеченні надійності, безпеки та економічної доці-
льності функціонування всієї системи продукування та транспортуван-
ня біогазу. 



НАФТОГАЗОВА СПРАВА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2025 – № 20(76) 

190 

Постановка задач дослідження 
Основною метою роботи є розроблення математичних моделей фі-

зичних енергоносіїв в системі продукування біогазу із зернової барди. 
Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити такі задачі: 
- побувати математичні моделі основних фізичних властивостей 

зернової барди від температури та масової концентрації сухих домішок 
на основі результатів лабораторних досліджень. Це завдання включає 
аналіз результатів лабораторних досліджень, вибір адекватних апрок-
симуючих функцій та оцінку точності отриманих моделей; 

- дослідити та систематизувати фізичні властивості типових про-
мислових стоків, що продукуються у біогазових установках, з ураху-
ванням їхнього хімічного складу та температурних режимів; 

- розробити математичні моделі основних фізичних властивостей 
біогазу, що впливають на пропускну здатність та газодинамічні режими 
експлуатації таких газопроводів. 
Математичне моделювання фізичних властивостей зернової барди 

На основі протоколу експериментальних досліджень що проведе-
ні у спеціалізованій хімічній лабораторії, густина барди за температури 

25 ot C=  становить 31025t кг мρ =  (масовий вміст сухих речовин 
7 %cg = ). 
Для перерахунку густини барди на іншу масову концентрацію су-

хих речовин використаємо формулу 

 ,см
см

см

m
V

ρ =  (1) 

де смρ  – густина барди, як відношення маси суміші смm  до її об’єму 

смV  за однакового значення тиску та температури 

 ,рc
см с р

c р

mmV V V
ρ ρ

= + = +  (2) 

сm , сV , сρ  – відповідно маса, об’єм та густина сухих речовин барди; 

рm , рV , рρ  – відповідно маса, об’єм та густина рідинної основи барди. 

Запишемо величини масових часток сухої cg  та рідинної pg  ос-
нови 

 , ,pc
c p

см см

mmg g
m m

= =  (3) 

та співвідношення між ними 
 1.c pg g+ =  (4) 

Після підстановки виразів (2)-(3) у формулу (1) із урахуванням 
формули (4) та виконанням відповідних математичних перетворень, 
отримуємо таку формулу 
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11 .c c

см c р

g g
ρ ρ ρ

−
= +  (5) 

Дану залежність можна переписати у такому вигляді: 
- для базового (відомого) значення масової частки сухих речовин 

cg  та густини суміші смρ  

 1 1 1 1 ;c
см p c р

g
ρ ρ ρ ρ

 
− = ⋅ −  

 
 (6) 

- для технологічно необхідного (невідомого) значення масової ча-
стки сухих речовин cg′  та густини суміші смρ′  

 1 1 1 1 .c
см p c р

g
ρ ρ ρ ρ

 
′− = ⋅ −  ′  

 (7) 

Розділивши вираз (7) на (6) після математичних перетворень 
отримуємо формулу 

 
1

1 1 1 .c
см

р c cм р

g
g

ρ
ρ ρ ρ

−
  ′

′ = + ⋅ −      
 (8) 

Оскільки відповідно до протоколу досліджень зернової барди ма-
сова частка порівнювалась з густиною водних розчинів цукрози, то за 
густину рідкої фази можна взяти густину води. 

За стандартного атмосферного тиску ( 101,325р кПа= ) та темпе-
ратури 25 ot C=  густина води становить 3997,0р кг мρ =  [8]. 

З використанням формули (8) проводимо перерахунок густини 
барди 31025см t кг мρ ρ= =  за температури 25 ot C=  з вмістом домі-
шок 7 %cg =  на інші концентрації сухої речовини cg′  в діапазоні від 8 
% до 13 %. Результати розрахунків заносимо в таблицю 1. 

Відповідно до протоку експериментальних досліджень, відсутня 
інформація щодо зміни густини барди від температури. Для розв’язку 
цієї задачі використаємо методику [9], оскільки властивості зернової 
барди (густина та в’язкість) відповідають діапазонам зміни для нафт. 

 
Таблиця 1. Результати розрахунку густини зернової барди за тем-

ператури 25 °С від концентрації сухих речовин 
 
Найменування 

параметра Числове значення параметра 

Масова концентрація су-
хих речовин g, % 8 9 10 11 12 13 

Густина зернової 
бардиρ, кг/м3 1029,1 1033,3 1037,5 1041,7 1046,0 1050,3 
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Густина рідини tρ  за температури t  (модель нестисливої рідини) 
визначається за формулою [9] 

 ( ) ( ){ }15 15 15 3exp 15 1 0,8 15 , ,t
кгt t
м

ρ ρ β β= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ −    (9) 

де 15ρ  – густина рідини за температури 15 °С, кг/м3; t  – температура 
рідини, °С; 15β  – коефіцієнт об’ємного (температурного) розширення 
рідини за температури 15 °С, 

 
( )

10 1 15
15 22

15

, ,oK K K Cρβ
ρ

−+ ⋅
= +  (10) 

0K , 1K , 2K  – числові коефіцієнти, що для значень густини 15ρ  в діапа-
зоні від 611,2 кг/м3 до 1163,8 кг/м3 становлять [9]: 0 613,9723K = ; 

1 2 0K K= = . 
У випадку заданої густини tρ  за відомої температури t невідоме 

значення густини 15ρ  визначається методом послідовних наближень за 
алгоритмом, що наведений нижче. 

Приймаємо в першому наближенні 15 tρ ρ= , та за формулою (10) 
обчислюємо коефіцієнт об’ємного розширення рідини 15β . 

Далі за допомогою формули (9) знаходимо густину ( )15 yρ  у друго-
му наближенні (уточнене значення), тобто 

 ( ) ( ) ( ){ }15 1515 3exp 15 1 0,8 15 , .ty
кгt t
м

ρ ρ β β= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ −    (11) 

Перевіряємо  на виконання умову 
 ( ) 1515 ,yρ ρ δρ− ≤  (12) 

де 30,01 кг мδρ =  – необхідна точність розрахунку густини 15ρ . 
Якщо умова (12) не виконується, то приймаємо 

 

 ( )15 15 ,yρ ρ=  (13) 
 

та проводимо наступне наближення, розпочинаючи із визначення кое-
фіцієнта температурного розширення 15β  за виразом (10). Далі уточня-
ється значення густини ( )15 yρ  за формулою (11) та перевіряється на ви-
конання умова (12). 

Розрахунки виконуються до тих пір, коли умова (12) буде викона-
на. В результаті останнє уточнене значення густини і буде необхідною 
величиною 15ρ . 
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За наведеним вище алгоритмом та даними табл. 1, виконано бага-
товаріантні розрахунки густини зернової барди за зміни температури із 
урахуванням масового вмісту сухих домішок. Результати розрахунків 
представлені у вигляді графічної залежності (рис. 1), на яку також на-
несено лінії регресії, що відповідають фіксованому значенню масового 
вмісту сухих домішок. 

 

 
 

Рис. 1. Графік зміни густини зернової барди від температури та 
вмісту сухих речовин 

 

З рис. 1 робимо висновок, що з високою точністю апроксимації 
(коефіцієнт детермінації математичних моделей практично рівний оди-
ниці) для заданого діапазону температур густину барди від температу-
ри можна описати за допомогою полінома першого степеню 

 

 ( ) ( ), ,t g A g t B gρ = ⋅ +  (14) 
 

де ( )A g , ( )B g  – відповідно лінійний коефіцієнт та вільний член в ма-
тематичній моделі густини барди від температури, що залежать від ма-
сової концентрації сухих речовин. 

Отримані значення коефіцієнтів (рис. 1) у формулі (14) заносимо 
в табл. 2. На основі даних табл. 2 будуємо відповідний графік зміни цих 
коефіцієнтів від масової концентрації сухих речовин в зерновій барді 
(рис. 2). 

Отже, в результаті отримано такі лінійні залежності від масової 
частки сухих речовин у зерновій барді для коефіцієнтів у формулі (14): 
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- для лінійного коефіцієнта 

 ( ) 3
32, 4216 10 0,61778, ;о

кгA g g
м С

−= ⋅ ⋅ −
⋅

 (15) 

- для вільного члена 

 ( ) 34,1532 1010,9, .кгB g g
м

= ⋅ +
  

 (16) 

Таблиця 2. Коефіцієнти математичної моделі густини зернової ба-
рди від масового вмісту сухих речовин 

 

Масова концентрація 
сухих речовин g, % 

Лінійний коефіцієнт 
A(g), кг/(м3·°С) 

Вільний член 
B(g), кг/м3 

7 -0,60083 1040,0 
8 -0,59841 1044,1 
9 -0,59599 1048,2 
10 -0,59357 1052,3 
11 -0,59115 1056,5 
12 -0,58872 1060,7 
13 -0,58630 1064,9 

 

Тоді загальна математична модель густини для дослідного зразка 
зернової барди від температури ( , оt С ) та масового вмісту сухих речо-
вин ( , %g ) має такий вигляд: 

 ( )3
, 32, 4216 10 0,61778 4,1532 1010,9, .t g

кгg t g
м

ρ −= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ +  (17) 

 
 

Рис. 2. Результати математичного моделювання коефіцієнтів ана-
літичної моделі (14) густини зернової барди 
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Коефіцієнт об’ємного (температурного) розширення визначається 
за формулою 

 11 , .oC
t
ρβ

ρ
−∂

= − ⋅
∂

 (18) 

Після диференціювання виразу (17) отримуємо 

 
( )

3
1

, 3

0,61778 2,4216 10 , .
2, 4216 10 0,61778 4,1532 1010,9

o
t g

g C
g t g

β
−

−
−

− ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ +
 (19) 

Зазначимо, що формули (17) та (19) справедливі для такого діапа-
зону параметрів, що в неї входять: 

- температура від 10 °С до 75 °С; 
- масова концентрація сухих речовин від 7 % до 13 %. 
Тепер перейдемо до математичного моделювання динамічної 

в’язкості зернової барди. Відповідно до результатів лабораторних дос-
ліджень за допомогою ротаційного віскозиметра значення в’язкості ба-
рди від температури та вмісту сухих речовин наведено в табл. 3. 

З аналізу даних табл. 3 робимо висновок, що абсолютна в’язкість 
досліджуваної рідини змінюється стрімко за нелінійним законом при 
зростанні вмісту сухих речовин. Тому для математичного моделювання 
даної фізичної властивості будуємо графічну залежність натурального 
логарифма динамічної в’язкості барди від масової частки сухої речови-
ни (рис. 3). 

 
Таблиця 3. Результати лабораторних вимірювань динамічної 

в’язкостізернової барди за допомогою ротаційного віскозиметра 
 

Масова частка 
сухих речовин g, 

% 

Динамічна в’язкість η 
за температури 20 °С, 

мПа·с 

Динамічна в’язкість η 
за температури 40 °С, 

мПа·с 
7,00 48,4 35,6 
9,05 180 92,4 
10,98 744 380 
13,00 9380 4940 

 
За допомогою функції «Trendline» в MS Excel отримано таку ана-

літичну модель динамічної в’язкості зернової барди 
 ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2

, 10 exp , ,t g a t g b t g c t g d t Па сη −  = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅   (20) 

де ( )a t , ( )b t , ( )c t , ( )d t  – відповідно кубічний, квадратичний, ліній-
ний коефіцієнти та вільний член в математичній моделі абсолютної 
в’язкості зернової барди від масової концентрації сухих речовин, що є 
функціями температури. 
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Рис. 3. Графік зміни натурального логарифма динамічної в’язкості 
зернової барди від температури та масового вмісту сухих речовин 

 
Значення коефіцієнтів (рис. 3) у аналітичній моделі (18) заносимо 

в табл. 4. На основі даних табл. 4 будуємо графічні залежності даних 
коефіцієнтів від температури (рис. 4, 5) із нанесеними лініями регресії. 

 
Таблиця 4. Коефіцієнти математичної моделі динамічної в’язкості 

зернової барди від температури 
 

Температура 
t, °C 

Кубічний 
коефіцієнт 

a(t) 

Квадратичний 
коефіцієнт 

b(t) 

Лінійний 
коефіцієнт 

c(t) 

Вільний 
член 
d(t) 

20 1,7952·10-2 -0,46149 4,5604 -11,588 
40 1,1465·10-2 -0,24271 2,1337 -3,4030 

 
Для коефіцієнтів у формулі (18) отримано такі залежності від те-

мператури: 
- для кубічного коефіцієнта 

 ( ) 4 23, 2437 10 2,4440 10 ;a t t− −= − ⋅ ⋅ + ⋅  (21) 
- для квадратичного коефіцієнта 

 ( ) 21,0939 10 0,68027;b t t−= ⋅ ⋅ −  (22) 
- для лінійного коефіцієнта 

 ( ) 0,12133 6,9871;c t t= − ⋅ +  (23) 
- для вільного члена 

 ( ) 0,40923 19,772.d t t= ⋅ −  (24) 
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Отже, математична модель динамічної в’язкості для дослідного 
зразка зернової барди від температури ( , оt С ) та масового вмісту сухих 
речовин ( , %g ) має такий вигляд: 

 

( )
( ) ( )

( )

4 2 3
,

2 2

3

exp 3,2437 10 2,4440 10

1,0939 10 0,68027 0,12133 6,9871

0,40923 19,772 10 , .

t g t g

t g t g

t Па с

η − −

−

−

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ ⋅

 (25) 

 
 

 
 

Рис. 4. Результати математичного моделювання кубічного та ква-
дратичного коефіцієнтів аналітичної моделі (18) 

 
Залежність (25) справедлива для такого діапазону фізичних пара-

метрів: 
- температура від 20 °С до 40 °С; 
- масова частка сухих речовин від 7 % до 13 %. 
Для математичного моделювання питомої масової ізобарної теп-

лоємності та коефіцієнта теплопровідності приймаємо за основу воду 
[8] із урахуванням коригувальних коефіцієнтів на зернову барду за да-
ними роботи [10]. 

Графічні залежності із відповідними лініями та рівняннями регресії 
для вказаних вище властивостей води за стандартного атмосферного 
тиску наведено на рис. 6 та 7. 
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Рис. 5. Результати математичного моделювання лінійного коефі-
цієнта та вільного члена аналітичної моделі (2.18) 

 

Таким чином аналітичні моделі для розрахунку фізичних власти-
востей барди від температури ( , оt С ) та масового вмісту сухих речовин 
( , %g ) мають такий вигляд: 

- питома масова ізобарна теплоємність 

 
,

, ,
t g в pр p c о

Джс c K
кг С

= ⋅
⋅

 (26) 

 5 3 2 29,6970 10 2,6769 10 1,6988 4209,5,
вpc t t t− −= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ +  (27) 

 0,04 1,33,
pcK g= − ⋅ +  (28) 

де 
вpc  – питома масова ізобарна теплоємність води; 

pcK  – коригуваль-
ний коефіцієнт по величині теплоємності, що враховує властивості зер-
нової барди; 

- коефіцієнт теплопровідності 

 , , ,t g в о

ВтK
м Сλλ λ= ⋅
⋅

 (29) 

 6 2 36,6071 10 1,7649 10 0,57055,в t tλ − −= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +  (30) 
 0,02 1,27,K gλ = − ⋅ +  (31) 

вλ  – коефіцієнт теплопровідності води; Kλ  – коригувальний коефіцієнт 
по величині теплопровідності, що враховує властивості зернової барди. 
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Рис. 6. Графік зміни масової ізобарної теплоємності води [8] від 
температури 

 

 
 

Рис. 7. Графік зміни коефіцієнта теплопровідності води [8] від те-
мператури 

 
Математичне моделювання фізичних властивостей промислових 

стоків при транспортуванні зернової барди 
В якості базової рідини для моделювання властивостей промисло-

вих стоків приймемо 4% розчин каустичної соди, що використовується в 
CIP-мийці. Для цієї рідини наявні достатні дані щодо фізичних властиво-
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стей, а її густина та динамічна в’язкість не перевищують аналогічних по-
казників для інших видів промислових стоків (розчинів сульфамінової та 
ортофосфорної кислоти, лютеру, продувки після котлів, регенераційних 
вод хімічної водоочистки та господарсько-побутових стічних вод). 

Дані щодо густини та динамічної в’язкості базової рідини для про-
мислових стоків (4 % розчин каустичної соди) [11] наведено в таблиці 5. 

 
Таблиця 5. Основні фізичні властивості 4 % розчину каустичної 

соди (NaOH) [11] 
 

Найменування 
параметра Числове значення параметра 

Температура t, °C 10 20 30 40 50 60 70 80 
Густина ρ, кг/м3 1046 1043 1039 1035 1031 1025 1020 1014 
Динамічна 
в’язкість η, мПа·с 1,55 1,28 1,06 0,87 0,71 0,60 0,51 0,44 

Питома ізобарна 
теплоємність ср, 
Дж/(кг·°C) 

3960 3990 4017 4038 4050 4056 4054 4046 

Коефіцієнт 
теплопровідності λ, 
Вт/(м·°C) 

0,595 0,612 0,628 0,641 0,653 0,662 0,670 0,676 

 

За даними таблиці 5 будуємо графік зміни властивостей промис-
лових стоків від температури (рис. 8, 9). З використанням функції 
«Trendline» MS Excel на даному графіку наносимо лінії регресії та від-
повідні аналітичні залежності, що їх описують. 

 

 
 

Рис. 8. Зміна густини та динамічної в’язкості промислових стоків 
(4 % розчин NaOH) від температури 
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Рис. 9. Зміна ізобарної теплоємності та коефіцієнта теплопровід-
ності промислових стоків (4 % розчин NaOH) від температури 

 
За результатами проведеного математичного моделювання влас-

тивостей промислових стоків встановлено, що густину, динамічну 
в’язкість, ізобарну теплоємність та коефіцієнт теплопровідності з висо-
ким ступенем достовірності апроксимації (коефіцієнт детермінації 
практично дорівнює одиниці) можна описати за допомогою поліномів 
другого степеня від температури. 

Отримані математичні моделі фізичних властивостей базової рі-
дини для промислових стоків від температури ( , оt С ) мають вигляд: 

- густина 

 3 2
32, 4643 10 0,23702 1048,6, ;t

кгt t
м

ρ −= − ⋅ ⋅ − ⋅ +  (32) 

- динамічна в’язкість 
 7 2 5 31,6905 10 3,0881 10 1,8361 10 , ;t t t Па сη − − −= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (33) 

- коефіцієнт об’ємного розширення з урахуванням залежності (18) 

 
3

1
3 2

4,9286 10 0,23702 , ;
2, 4643 10 0,23702 1048,6

o
t

t C
t t

β
−

−
−

⋅ ⋅ +
=
− ⋅ ⋅ − ⋅ +

 (34) 

- питома масова ізобарна теплоємність 

 2 23, 4107 10 4,3208 3918,9, ;
tp о

Джc t t
кг С

−= − ⋅ ⋅ + ⋅ +
⋅

 (35) 

- коефіцієнт теплопровідності 
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 6 2 39,5833 10 2,0185 10 0,57573, .t о

Втt t
м С

λ − −= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
⋅

 (36) 

Дані аналітичні формули можна використовувати для діапазону 
температур промислових стоків від 10 °С до 80 °С. 

Математичне моделювання фізичних властивостей біогазу 
Біогазом називається газ, що складається головним чином з мета-

ну та вуглекислого газу, отриманий в результаті анаеробного розщеп-
лення біомаси [12]. 

Трубопроводи, призначені для транспортування біогазу, часто ро-
зглядаються як ізотермічні системи [13, 14]. Це припущення ґрунтуєть-
ся на тому, що вони зазвичай працюють за тисків, характерних для га-
зорозподільних мереж низького або середнього тиску, де зміни темпе-
ратури газу вздовж протяжності трубопроводу є незначними. 

В умовах практично постійної температури, такі теплофізичні 
властивості, як коефіцієнт об'ємного розширення, ізобарна теплоєм-
ність та коефіцієнт теплопровідності, мають менший вплив на гідравлі-
чний режим. Тому для виконання теплогідравлічного розрахунку таких 
ізотермічних газопроводів ключовими параметрами стають густина та 
в'язкість біогазу. Знання саме цих двох властивостей дозволяє достат-
ньо точно визначити втрати тиску на тертя та забезпечити необхідну 
пропускну здатність трубопровідної системи. 

Для розрахунку основних фізичних властивостей біогазу, що ви-
користовуються при гідравлічному розрахунку газопроводу, необхідно 
знати його компонентний склад. 

Розрахунки виконуються в такій послідовності: 
1) обчислюється молярна маса газу 

 
1

0,01 , ,
N

i i
i

кгM x M
кмоль=

= ⋅ ⋅∑  (37) 

де ix  – мольна частка і-го компонента газу, %; iM  – молярна маса і-го 
компонента газу (таблиця 6), кг/кмоль; N  – кількість компонентів з 
яких складається газ; 

2) визначається відносна густина газу за повітрям 

 ,
пов

M
M

∆ =  (38) 

28,96повM кг кмоль=  – молярна маса сухого повітря; 
3) обчислюється густина газу за нормальних фізичних умов 

 3, ,
нн пов

кг
м

ρ ρ= ⋅∆  (39) 

31, 293
нпов кг мρ =  – густина сухого повітря за нормальних умов; 
4) визначається абсолютна в’язкість газу за нормальних умов за 

емпіричною формулою Хернінга-Ціпперера [15] 
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=
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∑
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інη  – динамічна в’язкість і-го компонента газу за нормальних умов 
(таблиця 6), Па·с; 

ісT  – критична температура і-го компонента газу 
(таблиця 6), К; 

5) обчислюється кінематична в’язкість газу за нормальних умов 

 
2

, .н
н

н

м
с

ην
ρ

=  (41) 

 
Таблиця 6. Фізичні властивості основних компонентів біогазу [16] 
 

Компонент Молярна  
маса, кг/кмоль 

Критична  
температура, К 

Динамічна в'язкість 
газу за нормальних 

умов ×106, Па·с 
Метан (CН4) 16,0425 190,555 10,28 
Діоксид вуглецю (CO2) 44,0095 304,200 13,67 
Азот (N2) 28,0134 126,200 16,65 
Кисень (O2) 31,9988 154,580 19,10 
Водень (Н2) 2,0159 33,200 8,40 

 

Відповідно до експериментальних даних біогаз в основному скла-
дається з таких двох компонентів: 

- метан 1 55 %x = ; 
- вуглекислий газ 2 45 %x = . 

Проводимо послідовно розрахунок: 
- молярної маси газу за формулою (37) 

( )0,01 55 16,0425 45 44,0095 28,63 ;кгM
кмоль

= ⋅ ⋅ + ⋅ =  

- за формулою (38) відносної густини газу за повітрям 
28,63 0,9885;
28,96

∆ = =  

- густини газу за нормальних умов за формулою (39) 

31, 293 0,9885 1,278 ;н
кг
м

ρ = ⋅ =  

- за формулою (40) динамічної в’язкості газу за нормальних умов 

( ) 6

6

55 10,28 16,0425 190,555 45 13,67 44,0095 304,2 10

55 16,0425 190,555 45 44,0095 304,2
12,42 10 ;

н

Па c

η
−

−

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅
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- кінематичної в’язкості газу за нормальних умов за формулою (41) 
6 2

612,42 10 9,717 10 .
1,278н

м
с

ν
−

−⋅
= = ⋅  

Теплогідравлічний розрахунок трубопроводу для транспортуван-
ня біогазу можна виконувати за нормативними формулами для газо-
розподільних мереж [17]. Тільки у відповідних розрахункових залеж-
ностях для визначення втрат тиску чи пропускної здатності газопрово-
ду необхідно використовувати для коефіцієнта гідравлічного опору фу-
ндаментальну формулу Колбрука-Уайта [18] для турбулентного режи-
му руху енергоносія. 

Для подальших досліджень планується розробити алгоритм теп-
логідравлічного розрахунку системи трубопровідного транспорту в 
межах біогазової установки, що використовує зернову барду як основ-
ну сировину. Це охоплює трубопроводи, що використовуються для 
транспортування барди від джерела виробництва етанолу до біогазово-
го реактора, а також трубопроводи для транспортування відповідних 
промислових стоків. 

Висновки 
1. Розроблено комплексні математичні моделі для визначення ос-

новних фізико-хімічних властивостей зернової барди (густини, динамі-
чної в'язкості, коефіцієнта об'ємного розширення, питомої масової ізо-
барної теплоємності та коефіцієнта теплопровідності) як лінійної функ-
ції температури та масової концентрації сухих речовин. Отримані за-
лежності, підтверджені високими коефіцієнтами детермінації, дозво-
ляють з достатньою точністю проводити інженерні розрахунки для 
проектування та експлуатації систем транспортування барди. 

2. Встановлено аналітичні залежності для розрахунку фізичних 
властивостей промислових стоків, на прикладі 4% розчину каустичної 
соди, що використовуються в процесі функціонування біогазових уста-
новок. Моделі описують зміну густини, динамічної в'язкості, ізобарної 
теплоємності та коефіцієнта теплопровідності від температури за допо-
могою поліномів другого ступеня, що забезпечує необхідну точність 
для теплогідравлічних розрахунків трубопроводів промислових стоків. 

3. Запропоновано методику та виконано розрахунок ключових фі-
зичних властивостей біогазу (молярної маси, відносної густини, густи-
ни за нормальних умов, динамічної та кінематичної в'язкості) на основі 
його типового компонентного складу (метан та вуглекислий газ). Ці па-
раметри є визначальними для гідравлічного розрахунку трубопроводів 
транспортування біогазу в ізотермічних умовах, що характерно для га-
зорозподільних мереж низького та середнього тиску. 

4. Розроблені математичні моделі фізичних властивостей зернової 
барди, промислових стоків та біогазу є важливим інструментом для 
проектування та оптимізації технологічних процесів у системах вироб-
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ництва біогазу, дозволяючи підвищити точність інженерних розрахун-
ків, обґрунтовано обирати обладнання та забезпечувати енергоефекти-
вну та безпечну експлуатацію всієї інфраструктури. 
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The article discusses the topical issue of mathematical modelling of 
the physical properties of energy carriers in grain distiller's grains biogas 
production systems. The efficiency of biogas technologies largely depends on 
the accurate design and operation of raw material and biogas transportation 
systems. The main objective of the work is to develop mathematical models 
of the key physical properties (density, dynamic viscosity, volume expansion 
coefficient, specific isobaric heat capacity and thermal conductivity coeffi-
cient) of grain distiller's grains, industrial effluents and biogas. For grain 

https://www.eesi.org/papers/view/fact-sheet-biogasconverting-waste-to-energy
https://www.eesi.org/papers/view/fact-sheet-biogasconverting-waste-to-energy
https://gazpack.nl/en/biogas-gasification
https://doi.org/10.7795/120.20200724


НАФТОГАЗОВА СПРАВА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2025 – № 20(76) 

207 

distiller's grains, a comprehensive density model was obtained in the form of 
a linear function of temperature and mass concentration of dry substances, 
while dynamic viscosity is described by an exponential dependence, the 
natural logarithm of which is a cubic polynomial. The calculated dependen-
cies for the physical properties of industrial effluents, using the example of a 
4% caustic soda solution, were established in the form of second-degree 
polynomials of temperature, which approximate the experimental data with 
high accuracy. A method for calculating key parameters of biogas (density 
and viscosity) for hydraulic calculations based on its component composi-
tion is proposed. The developed models are the basis for performing ther-
mal-hydraulic calculations, optimising the design and operation of pipeline 
systems in biogas plants, which contributes to increasing their reliability, 
safety and economic feasibility. 

Keywords: energy carrier; biogas; grain distiller's grains; pipeline 
transport; mathematical modelling; density; dynamic viscosity; heat capac-
ity; thermal conductivity; coefficient of thermal expansion. 
  


