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У статтi дослiджено застосування формул Варiнга-Гiрарда
симетричних та суперсиметричних полiномiв у контекстi банахо-
вих просторiв. Наведено основнi алгебраїчнi базиси симетричних
функцiй, зокрема степеневi, елементарнi та повнi симетричнi полi-
номи. Розглянуто комбiнаторнi рiвностi та узагальнення класичних
формул для нескiнченновимiрних структур. Запропоновано аналог
формули Варiнга для суперсиметричних полiномiв, що базується на
iзоморфiзмах мiж вiдповiдними алгебрами. Дослiдження має по-
тенцiйне застосування в теорiї iнварiантiв, комбiнаторицi та ма-
тематичнiй фiзицi.

Ключовi слова: симетричнi полiноми, суперсиметричнi полiно-
ми, формула Варiнга-Гiрарда, банахiв простiр, комбiнаторика, iзо-
морфiзм, тотожностi Ньютона, алгебраїчний базис.

1. Вступ
Одним iз важливих об’єктiв дослiдження у функцiональному аналiзi
та теорiї iнварiантiв є симетричнi функцiї, якi залишаються незмiн-
ними при перестановцi аргументiв. У контекстi нескiнченновимiр-
них просторових структур, особливу увагу привертають симетричнi
полiноми на банахових просторах, оскiльки вони поєднують алге-
браїчнi, аналiтичнi та топологiчнi властивостi. Нехай X — компле-
ксний банахiв простiр i нехай SN — напiвгрупа всiх перестановок
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натуральних чисел N. Функцiя f на X називається симетричною,
якщо вона залишається незмiнною при будь-якiй перестановцi з SN,
тобто для кожного σ ∈ SN

f (x1,x2, . . .) = f (xσ(1),xσ(2), . . .)

для всiх σ ∈ SN. Алгебра усiх неперервних симетричних полiномiв
на X позначається Ps(X). Для простору l1 доведено, що система
степеневих симетричних полiномiв

Fk(x) =
∞

∑
n=1

xk
n, k ∈ N,

утворює алгебраїчний базис в алгебрi Ps(ℓ1) [2]. Тобто для будь-
якого полiнома P ∈ Ps(l1) iснує єдиний полiном Q(t1, . . . , tm) вiд скiн-
ченної кiлькостi комплексних змiнних такий, що

P(x) = Q(F1(x), . . . ,Fm(x)).

Полiноми Fk вiдомi як степеневi симетричнi полiноми. Алгебраї-
чний базис не є унiкальним, i ми також розглядаємо альтернативнi
базиси Ps(l1).

• Елементарний симетричний базис:

Gn(x) = ∑
i1<···<in

xi1 · · ·xin.

Цi полiноми часто використовуються в класичнiй теорiї iнва-
рiантiв та комбiнаторицi.

• Повний симетричний полiномiальний базис:

Hn(x) = ∑
i1≤···≤in

xi1 · · ·xin.

Вони мають важливе значення у теорiї симетричних функцiй.
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Цi базиси пов’язанi через добре вiдомi тотожностi Ньютона:

nGn =
n

∑
k=1

(−1)k−1Gn−kFk, n ∈ N,

nHn =
n

∑
k=1

Hn−kFk, n ∈ N.

Нехай Z+ позначає множину всiх невiд’ємних цiлих чисел та
λi ∈Z+, j = 1, . . . ,n. Добре вiдомо, що елементарнi та повнi симетри-
чнi полiноми можна виразити через степеневi симетричнi полiноми
за допомогою формул Варiнга–Гiрарда (див. напр. [4])

Gn = ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

(−1)n+(λ1+···+λn)

1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!
Fλ1

1 Fλ2
2 · · ·Fλn

n , (1)

Hn = ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

1
1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!

Fλ1
1 Fλ2

2 · · ·Fλn
n . (2)

У [6] формули Варiнга–Гiрарда поширенi на банахiв простiр lp
при p > 1

G(p)
n = ∑

pλp+···+nλn=n

(−1)n+(λp+···+λn)

pλp · · ·nλnλp! · · ·λn!
Fλp

p · · ·Fλn
n , (3)

H(p)
n = ∑

pλp+···+nλn=n

1
pλp · · ·nλnλp! · · ·λn!

Fλp
p · · ·Fλn

n ,

де G(p)
n та H(p)

n — елементарнi та повнi симетричнi полiноми на
просторi lp.

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2025. – № 20(76)



42 МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА

2. Застосування формул Варiнга-Гiрарда у комбiнаторицi
У [1] було доведено, що

G(p)
n (1) = ∑

j(p−1)≤n
G(p−1)

n− j(p−1)(1)ψ
(p−1)
−1

(
G(p−1)

j

)
, (4)

де n ≥ p > 1; 1 = (1,0,0, . . .) та

ψ
(p)
λ

(
G(p)

n

)
=

(−1)k(p+1)

(
λ

p

)k

k!
, якщо n = kp,

0, в iнших випадках.

(5)

З класичної теорiї вiдомi наступнi комбiнаторнi рiвностi

∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

(−1)n+(λ1+···+λn)

1λ1 ·2λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!
= 0, n > 1.

У [3] було доведено iншi комбiнаторнi рiвностi

∑
2λ2+···+nλn=n

(−1)n+(λ2+···+λn)

2λ2 · · · · ·nλnλ2! · · ·λn!
=

(−1)n+1(n−1)
n!

на випадок простору ℓ2.
Розглянемо простiр ℓ3.

Твеpдження 2.1. Нехай λi ∈ Z+, j = 3, . . . ,n,n ≥ 3. Тодi виконується
наступна комбiнаторна рiвнiсть

∑
3λ3+···+nλn=n

(−1)n+(λ3+···+λn)

3λ3 · · ·nλnλ3! · · ·λn!
=

=


−

n−2
2

∑
j=0

n−2 j−1
(n−2 j)! j!2 j , якщо n−парне,

n−3
2

∑
j=0

n−2 j−1
(n−2 j)! j!2 j , якщо n−непарне.
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Доведення. Розпишемо рiвнiсть (4) для випадку p = 3

G(3)
n (1) = ∑

2 j≤n
G(2)

n−2 j(1)ψ
(2)
−1

(
G(2)

2 j

)
=

= G(2)
n (1)+G(2)

n−2(1)ψ
(2)
−1

(
G(2)

2

)
+G(2)

n−4(1)ψ
(2)
−1

(
G(2)

4

)
+ · · ·+

+G(2)
2 (1)ψ(2)

−1

(
G(2)

n−2

)
+G(2)

0 (1)ψ(2)
−1

(
G(2)

n

)
.

Зауважимо, що G(3)
0 ≡ 1.

З рiвностi (5) отримаємо, що

ψ
(2)
−1

(
G(2)

n

)
=

{
1

2kk! , якщо n = 2k,
0, в iнших випадках.

З iншого боку, в [1] та [3] було доведено, що

G(2)
n (1) = (−1)n+1 n−1

n!
.

Тодi отримаємо

G(3)
n (1) =


−

n−2
2

∑
j=0

n−2 j−1
(n−2 j)!2 j j!

, якщо n−парне,

n−3
2

∑
j=0

n−2 j−1
(n−2 j)!2 j j!

, якщо n−непарне.

(6)

Водночас з формули (3) отримаємо, що

G(3)
n (1) = ∑

3λ3+···+nλn=n

(−1)n+(λ3+···+λn)

3λ3 · · ·nλnλ3! · · ·λn!
. (7)

Прирiвнявши формули (6) та (7), отримаємо необхiдну рiвнiсть.
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3. Аналог формули Варiнга-Гiрарда для суперсиметричних
полiномiв

Нехай Z0 = Z\{0} i ℓ1(Z0) — банаховий простiр усiх послiдов-
ностей комплексних чисел, якi абсолютно сумовнi та пронумерованi
числами з Z0. Будь-який елемент z ∈ ℓ1(Z0) має представлення

z = (. . . ,z−2,z−1,z1,z2, . . .),

що може бути записано як

z = (y|x) = (. . . ,y2,y1 | x1,x2, . . .).

Позначимо

∥z∥=
∞

∑
i=−∞

|zi|= ∥x∥+∥y∥,

де zn = xn,z−n = yn, x = (x1,x2, . . .),y = (y1,y2, . . .),n ∈N з простору ℓ1

та ∥x∥=
∞

∑
i=1

|xi|. Зауважимо, що x → (0|x), y → (y|0) є iзометричними

вкладеннями копiй ℓ1 в ℓ1(Z0), де 0 = (0, . . . ,0, . . .) ∈ ℓ1.
Полiном P на ℓ1(Z0) називається суперсиметричним, якщо вiн

є скiнченною алгебраїчною комбiнацiєю полiномiв Tn,n ∈ N, де

Tn(y|x) = Fn(x)−Fn(y) =
∞

∑
i=1

xn
i −

∞

∑
i=1

yn
i .

Позначимо через Psup — алгебру суперсиметричних полiномiв
на просторi ℓ1(Z0). У [5] показано, що полiноми

Wk(y|x) =
n

∑
k=1

Gk(x)Hn−k(−y), n ∈ N,

утворюють iнший алгебраїчний базис алгебри суперсиметричних
полiномiв. Крiм того, у [5] розглянуто ще полiноми

W̃k(y|x) =
n

∑
k=1

Hk(x)Gn−k(−y), n ∈ N,
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якi також утворюють алгебраїчний базис алгебри суперсиметричних
полiномiв на ℓ1(Z0). Також показано деяку взаємозалежнiсть мiж
Wn(y|x) та W̃n(y|x).

Позначимо через Λ iзоморфiзм з Ps = Ps(ℓ1) у Psup такий,
що Λ : Fn → Tn, n ∈ N, та Λ(Gn) =Wn, Λ(Hn) = W̃n.

У наступному твердженнi доведено аналог формул Варiнга-
Гiргарда для суперсиметричних полiномiв.

Твеpдження 3.1. Для будь-якого λ j ∈Z+ виконуються наступнi рiв-
ностi:

Wn= ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

(−1)n+(λ1+λ2+···+λn)

1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2!· · ·λn!
(T1)

λ1(T2)
λ2 · · ·(Tn)

λn, (8)

W̃n= ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

1
1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!

(T1)
λ1(T2)

λ2· · ·(Tn)
λn. (9)

Доведення. Для доведення (8) застосуємо iзоморфiзм Λ у рiвностi
(1). Тодi

Wn = Λ(Gn) =

= ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

(−1)n+(λ1+λ2+···+λn)

1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!
Λ(F1)

λ1Λ(F2)
λ2 · · ·Λ(Fn)

λn =

= ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

(−1)n+(λ1+λ2+···+λn)

1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!
(T1)

λ1(T2)
λ2 · · ·(Tn)

λn.

Аналогiчно, застосувавши iзоморфiзм Λ до рiвностi (1), отри-
маємо (8)

W̃n = Λ(Hn) =

= ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

1
1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!

Λ(F1)
λ1Λ(F2)

λ2 · · ·Λ(Fn)
λn =

= ∑
λ1+2λ2+···+nλn=n

1
1λ12λ2 · · ·nλnλ1!λ2! · · ·λn!

(T1)
λ1(T2)

λ2 · · ·(Tn)
λn.
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The paper explores the application of Waring-Girard formulas
to symmetric and supersymmetric polynomials in the context of Ba-
nach spaces. It outlines key algebraic bases of symmetric functions,
including power-sum, elementary, and complete symmetric polynomi-
als. Combinatorial identities and extensions of classical formulas for
infinite-dimensional structures are considered. An analog of the War-
ing formula for supersymmetric polynomials is proposed, relying on
isomorphisms between respective algebras. The research has poten-
tial applications in invariant theory, combinatorics, and mathematical
physics.

Key words: symmetric polynomials, supersymmetric polynomials,
Waring-Girard formula, Banach space, combinatorics, isomorphism,
Newton identities, algebraic basis.
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