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У статті розглянуто вироджену імпульсну крайову задачу для 

систем звичайних диференціальних рівнянь з виродженою на всьому 
відрізку, де розглядається задача, матрицею при похідній, для випадку, 
коли кількість невідомих не збігається з кількістю крайових умов. 
Отримано критерій існування розв'язків виродженої імпульсної крайо-
вої задачі, за припущення, що вироджена диференціальна система зво-
диться до центральної канонічної форми. Для розглянутої задачі зве-
дено умови існування розв’язків виродженої імпульсної крайової задачі 
до розв’язання алгебраїчної системи.  

Ключові слова: канонічна форма, вироджена нетерова імпульсна 
задача, псевдообернена матриця, ортопроектор. 

 
Низка задач природознавства і техніки зводиться до систем дифе-

ренціальних рівнянь з імпульсним впливом. Диференціальні рівняння з 
імпульсною дією описують процеси, у яких стан системи зазнає рапто-
вих змін (стрибків) у певні моменти часу. У даній роботі будемо 
розглядати імпульсну крайову задачу 

   ( ) [ ]( ) ( ) , ,dxB t A t x f t t a b
dt

= + ∈ ,  (1) 

  ( ) ( )0 , ; , 1,..., ,
i

i i i i it
E x S x a b i p

τ
τ γ τ

=
∆ = − + ∈ =  (2) 

    ( )xυ α⋅ =      (3) 

де [ ]3 2( ), ( ) ;qA t B t C a b−∈  – n n× -вимірні матриці, det ( ) 0B t =
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[ ];t a b∀ ∈ ; [ ]1( ) ;qf t C a b−∈  – n -вимірна вектор-функція; ,i iS E  – 

im n× -вимірні сталі матриці такі, що ( )i i irank E S m n+ = < , тобто 
розв’язок системи визначається однозначним продовженням через точ-
ку розриву: ( ) ( )( ): 0 0 ; , 1,...,

i
i i i i it

E x E x x i p
τ

τ τ γ
=

∆ = + − − =  – im -

вимірний вектор-стовпець констант: im
i Rγ ∈ ; α  – m -вимірний вектор-

стовпець констант: mR∈α ;υ  – лінійний векторний функціонал, визна-
чений на просторі n -вимірних, неперервних на [ ];a b  вектор-функцій: 

[ ]1( ,..., ) : ; ,m
m bcol C a Rυ υ υ →= [ ]: ;i C a b Rυ → . 

Розв’язок ( )1( ) ( ), .., ( )nx x t col x t x t= = будемо шукати у просторі 

[ ] { }( )1
1; \ , ..., pC a b τ τ

 
кусково неперервно диференційовних вектор-

функцій з розривами першого роду в точках it τ= (їх ще називають точ-
ками стрибкоподібного розриву або розриву з обмеженим стрибком), 
які задаються рівняннями (2).  

Відомо [1], що при розгляді імпульсної задачі як крайової задачі з 
’’Interface Conditions’’ (з умовами на межі поділу двох середовищ) [2] 
імпульсна задача (1), (2) має r  – параметричну сім’ю лінійно незалеж-
них розв’язків 

( ) ( ) [ ]( )( ), ,r r rx t c X t c G f tγ= +    (4) 

тоді і тільки тоді, коли неоднорідності ( ) [ ]1 ,qf t C a b−∈  в диференціа-
льній системі та im

i Rγ ∈  в імпульсній умові задовольняють d  лінійно 
незалежних умов  

( ( )) 0
dQ

P lxγ∗ − ⋅ = , 

де ( ) ( )=r n s Qr
X t X t P− ; [ ]( )( ),G f tγ  – узагальнений оператор Гріна ви-

родженої крайової задачі (1), (2), який діє на довільну вектор-функцію 
[ ]1( ) ;qf t C a b−∈  таким чином 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ), :
t

n s n s
a

Gf t t X t Y f dγ τ τ τ∗
− −= −∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1* *

0
.

kq
k

n s n sk
k

dt I t L t t f t X t Q X t Q l x
dt

γ
−

− + +
− −

=

 −Φ Ψ Φ Ψ + − ⋅ ∑   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1* *

0

t kq
k

n s n s k
ka

dx t X t Y f d t I t L t t t f t
dt

τ τ τ
−

−∗
− −

=

 = −Φ Ψ Φ Ψ ∑∫  – 

частинний розв’язок неоднорідної виродженої диференціальної системи (1) 
[1, 3]: 
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( )

( )
( )

( )

1 1

2 2: ..................

n s

n s
n s

p n s p

S X
S X

Q lX

S X

τ
τ

τ

−

−

−

−

− 
 − = ⋅ =  
 

−  

 

- ( )m n s× −    – вимірна стала матриця; 1 ... pm m m= + + ; 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

............................................

p p p p p

E x E S x
E x E S x

lx

E x E S x

τ τ
τ τ

τ τ

+ − + − 
 + − + − ⋅ =  
 

+ − + −  

 

 



 

 

- ( )1m × -вимірний вектор-стовпчик імпульсної умови; 

( )1, .., m
pcol Rγ γ γ= ∈  – заданий вектор-стовпчик; ( )n sX t−  – ( )( )n n s× −

-вимірна матриця, складена з n s−  лінійно незалежних розв’язків од-
норідної системи 

[ ]( ) ( ) , ,dxB t A t x t a b
dt

= ∈ , 

та ( )n sY t−  – ( )( )n n s× − -вимірна матриця, складена з n s−  лінійно не-
залежних розв’язків спряженої системи 

[ ]( ) ( ) , ,d B t y A t y t a b
dt

∗ ∗= − ∈ ; 

( )n s− -вимірні матриці ( )tΦ , ( )tΨ складені з векторів, які утворюють 
жорданові набори матриці ( )B t  відносно оператора 

( ) ( )( ) ( ) ( ): ( ) ( )
d

L t L t A t B t
dt
⋅ 

⋅ = ⋅ − 
 

 і матриці ( )B t∗
 відносно оператора

( ) ( )( ) ( ) ( ): ( ) ( )
d

L t L t A t B t
dt

∗ ∗ ∗ ∗⋅ 
⋅ = ⋅ + 

 
: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1
1 1 2 2( ) , ..., ; , ..., ; ...; , ..., rs s s

r rt t t t t t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ Φ =   ; 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 1 1
1 1 2 2( ) , ..., ; , ..., ; ...; , ..., rs s s

r rt t t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ Ψ =   . 

Фундаментальні матриці ( )n sX t−  та ( )n sY t−  завжди можна визна-
чити так, щоб виконувалась рівність 

( ) ( ) ( )n s n s n sY t B t X t E∗
− − −= . 

( ) ( )
rr n s QX t X t P−=  – ( )n r× -вимірна матриця, :Q n sP E Q Q+−= −  – 

( ) ( )( )n s n s− × − -ортопроектор, який проектує простір n sR − на kerQ . 
Оскільки ( ) 1Qrank P r n s n= = − − , то через 

rQP позначаємо ( )( )n s r− × -
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вимірну матрицю, що складається з r лінійно незалежних стовпців мат-
риці QP . 

Припускаємо, що рівняння (1) зводиться до центральної каноніч-
ної форми як і в роботах [1, 4]. 

Постановка задачі. Для того, щоб загальний розв’язок (4) імпу-
льсної задачі (1), (2) задовольняв крайову умову (3) треба належним 
чином добрати вектор n s

rc R −∈ . Підставимо (4) в (3) 

( ) [ ]( )( )( ), .r rX c G fυ υ γ α⋅ + ⋅ =  

Для невідомого вектора rc  отримаємо лінійну алгебраїчну систему  

[ ]( )( )( ),rWc G fα υ γ= − ⋅                                    (5) 

з прямокутною ( )m r× -вимірною матрицею ( ): rW Xυ= ⋅ . Матриця W  
утворена дією функціонала υ  на стовпці матриці ( )r rX X t= ; крапка ⋅  
– означає дію функціонала на змінну, яка має стояти на цьому місці.  

Отже, питання про розв’язність і представлення розв’язку імпуль-
сної крайової задачі (1) – (3) еквівалентне питанню про розв’язність і 
представлення розв’язку алгебраїчної системи (5). Аналогічний алго-
ритм розв’язання був використаний при розгляді виродженої нетерової 
крайової задача зі збурюючою матрицею при похідній [6], в якій крайо-
ва умова задається лінійним векторним функціоналом, а також коли 
було знайдемо умову на постійне керування u, при якому нерозв’язну 
крайову задачу можна зробити розв’язною [7]. 

Визначимо умови, при яких система (5), а отже, і імпульсна кра-
йова задача (1) – (3) розв’язна. Система (5) згідно [3, 5] розв’язна тоді і 
тільки тоді, коли її вільний член [ ]( )( )( ),G fα υ γ − ⋅   належить орто-

гональному доповненню ( ) ( )N W R W⊥ ∗ =  підпростору ( )N W ∗ , тобто 
коли 

[ ]( )( )( ), 0
W

P G fα υ γ∗
 − ⋅ =  ,  

де 
W

P ∗ – ( )m m× -вимірна матриця (ортопроектор), яка проектуєпростір 
mR на нуль-простір ( )N W ∗ матриці W ∗ : 

( ): m
W

P R N W∗
∗→ ,  ( ) m

W
N W P R∗

∗ = . 

Нехай ( )1 min ,rank W k m r= ≤ . 
Оскільки 1W

rank P m k ω∗ = − = , то матрицю 
W

P ∗ можна замінити 
mω × -вимірною матрицею 

W
P

ω
∗ , яка складається з ω лінійно незалеж-

них рядків матриці 
W

P ∗ . Отже, необхідною і достатньою умовою 
розв’язності системи (5) єω  лінійно незалежних умов 
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[ ]( )( )( ), 0
W

P G f
ω

α υ γ∗
 − ⋅ =  . 

Якщо остання умова виконується, то розв’язок системи (5) має 
вигляд 

[ ]( )( )( )( ) 1, , ,
k

k
W k kс W G f P c c R k r kα γ+= − ⋅ + ∀ ∈ = −  

де W +  – єдина псевдообернена за Муром-Пенроузом до W  матриця [5], 
WP – ( )r r× -вимірна матриця (ортопроектор), яка проектує простір rR на 

нуль-простір ( )N W матриці W : 

( ): r
WP R N W→ ,  ( ) r

WN W P R= . 
Оскільки 1Wrank P r k k= − = , то матрицю WP можна замінити 

( )r k× -вимірною матрицею 
kWP , яка складається з k лінійно незалеж-

них стовпців матриці WP . 
Підставимо знайдену константу в (4) та отримаємо загальний 

розв’язок імпульсної задачі (1) – (3) у вигляді:  

( ) ( ) [ ]( )( )( )( )( ) [ ]( )( ), , , ,
k

k
k r W k kx t c X t W G f P c G f t c Rα γ γ+= − ⋅ + + ∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )( )( ) [ ]( )( ), , , ,

.
kk r W k r r

k
k

x t c X t P c X t W X t W G f G f t

c R

α γ γ+ += + − ⋅ +

∀ ∈  

Загальний розв’язок імпульсної задачі (1) – (3) запишемо у вигля-
ді: 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )( )( ) [ ]( )( ), , , ,

,
k k k r r

k
k

x t c X t c X t W X t W G f G f t

c R

α γ γ+ += + − ⋅ +

∀ ∈  

де ( ) ( )
kk r WX t X t P= . 

Отже, доведено наступне твердження. 
Теорема. Імпульсна крайова задача (1) – (3) розв’язна тоді і тіль-

ки тоді, коли неоднорідності ( ) [ ]1 ,qf t C a b−∈  в диференціальній сис-

темі, im
i Rγ ∈  в імпульсній умові та крайовій умові imRα ∈ задовольня-

ють ω  лінійно незалежні умови  

[ ]( )( )( ), 0
W

P G f
ω

α υ γ∗
 − ⋅ =   

при цьому задача (1) – (3) має к -параметричну сім’ю лінійно незалеж-
них розв’язків 
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )( )( ) [ ]( )( ), , , ,

,
k k k r r

k
k

x t c X t c X t W X t W G f G f t

c R

α γ γ+ += + − ⋅ +

∀ ∈  

де [ ]( )( ),G f tγ  – узагальнений оператор Гріна. 
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In the article, there is considered a degenerate impulse boundary 

value problem for systems of ordinary differential equations with a matrix 
degenerate on the entire segment where the problem is considered, with re-
spect to the derivative, for the case when the number of unknowns does not 
coincide with the number of boundary conditions. A criterion for the exis-
tence of solutions to a degenerate impulse boundary value problem is ob-
tained, assuming that the degenerate differential system reduces to the cen-
tral canonical form. For the problem under consideration, the conditions for 
the existence of solutions to a degenerate impulse boundary value problem 
are reduced to the solution of the algebraic system. 

Key words: canonical form, degenerate Noetherian impulsive problem, 
pseudoinverse matrice,orthoprojector. 
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