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Методом збурення ротацiйно iнварiантного α-стiйкого випад-
кового процесу побудовано явне представлення фундаментального
розв’язку псевдодиференцiального рiвняння

∂

∂ t
u(t,x) =−c(−∆)α/2u(t, ·)(x)+(a,∇β u(t, ·)(x)), t > 0, x ∈ Rd,

де ∆ — оператор Лапласа, ∇β — оператор “псевдоградiєнта” по-

рядку 0 < β < α (задається символом i|λ |β−1λ ). Розглядається ви-
падок фiксованих 1 < α < 2, c > 0 та сталого a ∈ Rd .

Ключовi слова: α-стiйкий випадковий процес, збурення, псев-
доградiєнт, псевдодиференцiальне рiвняння.

1. Вступ
Ротацiйно iнварiантним (iзотропним, симетричним) α−стiйким ви-
падковим процесом називають випадковий процес Маркова в Rd ,
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d ∈ N, який визначається твiрним оператором c ·A, c > 0, де опе-
ратор A задається своїм символом (−|λ |α)

λ∈Rd з α ∈ (1;2]. Як зви-
чайно, ми використовуємо | · | для позначення модуля (норми, дов-
жини) вектора в Rd , а (·, ·) — для скалярного добутку таких векто-
рiв. Функцiя (a(λ ))λ∈Rd є символом оператора A, якщо для фун-
кцiї ϕλ (x) = ei(λ ,x) з довiльним фiксованим λ ∈ Rd справджується
рiвнiсть Aϕλ (x) = a(λ )ϕλ (x). В певному розумiннi можна записа-
ти, що A = −(−∆)α/2. Одним з аргументiв на користь такого по-
значення є те, що символ оператора Лапласа рiвний −|λ |2, тобто
−|λ |α = −(|λ |2)α/2. Щiльнiсть ймовiрностi переходу згаданого ви-
падкового процесу задається рiвнiстю

g(t,x,y) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei(x−y,λ )−ct|λ |α dλ , t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.

Далi будемо вважати параметри c > 0 i α ∈ (1;2) фiксованими.
Задамо оператор ∇β символом (i|λ |β−1λ )λ∈Rd . Називатимемо цей
оператор псевдоградiєнтом порядку β .

Зауваження 1.1. При α = 2 оператор A є оператором Лапласа i,
взявши c = 1

2 , маємо вiнерiв процес. При β = 1 оператор ∇ = ∇1
є звичайним градiєнтом, адже його символ рiвний iλ .

Для достатньо гладких i обмежених разом зi своїми похiдними
функцiй (ϕ(x))x∈Rd дiя оператора ∇β (при 0 < β < 2, β ̸= 1) може
бути представлена наступним чином:

∇β ϕ(x) =
1
κ

∫
Rd

ϕ(x+ y)−ϕ(x)− (∇ϕ(x),y)I1<β<2

|y|d+β+1 ydy, (1)

де стала κ вибирається з умови ∇β ϕλ (x) = i|λ |β λϕλ (x), в якiй фун-
кцiя ϕλ означена вище, а I1<β<2 означає iндикатор множини зна-
чень β , яка задається нерiвностями 1 < β < 2. Представлення (1)
може бути доведене пiдстановкою в його праву частину функцiї ϕλ

та обчисленням одержаного iнтегралу.
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Функцiя g є фундаментальним розв’язком псевдодиференцiаль-
ного рiвняння

∂

∂ t
u(t,x) = cAu(t, ·)(x), t > 0,x ∈ Rd.

Тут Au(t, ·)(x) вказує на дiю оператора A на функцiю u(t,x) за змiн-
ною x. Метою цiєї роботи є побудувати фундаментальний розв’язок
рiвняння

∂

∂ t
u(t,x) = cAu(t, ·)(x)+(a,∇β u(t, ·)), t > 0,x ∈ Rd, (2)

з деяким сталим коефiцiєнтом a ∈ Rd .

Зауваження 1.2. Iснування фундаментального розв’язку рiвняння
(2) доведено в [2]. Тут буде встановлене його явне представлення.

Подiбна задача при β = α −1 була розглянута в [1]. Деякi твер-
дження з цiєї роботи будуть адаптованi нами на випадок β ∈ (0,α).

2. Допомiжнi результати
Як i в [1] означимо клас Fγ дiйснозначних функцiй (ϕ(x))x∈Rd , що є
перетвореннями Фур’є

ϕ(x) =
∫
Rd

ei(x,λ )
Φ(λ )dλ

та таких, що (|λ |γΦ(λ ))
λ∈Rd є абсолютно iнтегровними функцiями

на всiй областi визначення.
Застосування оператора ∇β до функцiї ϕ ∈ Fγ приводить до

рiвностi ∇β ϕ(x)=
∫
Rd i|λ |β−1λΦ(λ )ei(x,λ ) dλ , x∈Rd , якщо 0< β ⩽ γ .

Лема 2.1. (аналог леми 1 з [1]) Нехай ϕ ∈ Fβ . Тодi для функцiї
f (x,y) = ϕ(x− y) справджується рiвнiсть

∇β f (·,y)(x) =−∇β f (x, ·)(y).
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Лема 2.2. (аналог леми 2 з [1]) Нехай ϕ ∈ Fmβ з деяким m ∈ N. Тодi
для функцiї f (x,y) = ϕ(x− y) справджуються рiвностi(

∇
a
β

)k
((

∇
a
β

)l
f (·, ·)(y)

)
(x) =

(
∇

a
β

)l (
(∇a

β
)k f (·, ·)(x)

)
(y) =

= (−1)l(∇a
β
)k+l f (·,y)(x),

де ∇a
β
= (a,∇β ), a ∈ Rd , k ∈ N, l ∈ N, k+ l ≤ m.

Доведення тверджень майже дослiвно повторюють доведення
наведенi в [1].

Зауважимо, що функцiя g може бути представлена у виглядi

g(t,x,y) = gt(x− y), t > 0,x ∈ Rd,y ∈ Rd,

де gt(x) = 1
(2π)d

∫
Rd e(x,λ )e−ct|λ |α dλ . Крiм того, функцiя

(
e−ct|λ |α

)
λ∈Rd

при фiксованому t > 0 належить до кожного з класiв Fmβ з довiль-
ним m ∈ N. Отже, до функцiї g(t,x,y) можна застосувати оператор
∇a

β
по кожнiй зi змiнних x чи y довiльну скiнченну кiлькiсть раз в

довiльному порядку.

3. Основний результат
Теоpема 1. Фундаментальний розв’язок рiвняння (2) задається рiв-
нiстю

G(t,x,y) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei(|λ |β−1ta+x−y,λ)−ct|λ |α dλ , t > 0, x ∈Rd, y ∈Rd.

Доведення. Вiдразу зауважимо, що в [2] доведена можливiсть буду-
вати фундаментальний розв’язок рiвняння (2) як розв’язок iнтегро-
псевдодиференцiального рiвняння

G(t,x,y) = g(t,x,y)+
∫ t

0
dτ

∫
Rd

g(t − τ,x,z)∇a
β

G(τ, ·,y)(z)dz. (3)
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Шукатимемо розв’язок рiвняння (3) у виглядi (t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd)

G(t,x,y) = g(t,x,y)+
∫ t

0
dτ

∫
Rd

g(t − τ,x,z)V (τ,z,y)dz,

де V задовольняє рiвняння

V (t,x,y) =V0(t,x,y)+
∫ t

0
dτ

∫
Rd

V0(t − τ,x,z)V (τ,z,y)dz, (4)

в якому V0(t,x,y) = ∇a
β

g(t, ·,y)(x), t > 0,x ∈ Rd,y ∈ Rd .
Розв’язуватимемо рiвняння (4) методом послiдовних набли-

жень, а саме, шукатимемо його розв’язок у виглядi суми ряду

V (t,x,y) =
∞

∑
k=0

Vk(t,x,y), (5)

де V0 означено вище, а для кожного k ≥ 1

Vk(t,x,y) =
∫ t

0
dτ

∫
Rd

V0(t − τ,x,z)Vk−1(τ,z,y)dz. (6)

Скористаємось вiдомими (див. [3, Ch. 4]) оцiнками (t > 0, x ∈
Rd , y ∈ Rd , 0 ≤ N1 < N2 — деякi сталi)

N1t(
t

1
α + |x− y|

)d+α
≤ g(t,x,y)≤ N2t(

t
1
α + |x− y|

)d+α
.

Крiм того, з результатiв роботи [3, Ch. 4] випливає наступна оцiнка
( t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd , a ∈ Rd)

|∇a
β

g(t,x,y)| ≤ |a| ·Cβ

1(
t

1
α + |x− y|

)d+β
,

де Cβ > 0 — деяка стала.
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Таким чином,

|V0(t,x,y)| ≤ |a| ·Cβ

1(
t

1
α + |x− y|

)d+β

при всiх t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd з деякою сталою Cβ > 0.
Враховуючи (6), можемо записати, що при k ≥ 1 та всiх t >

0,x ∈ Rd,y ∈ Rd

|Vk(t,x,y)| ≤ |a| ·Cβ

∫ t

0
dτ

∫
Rd

1(
(t − τ)

1
α + |x− z|

)d+β
|Vk−1(τ,z,y)|dz.

Далi використаємо нерiвнiсть (див. [3, Ch. 4])∫ t

0
dτ

∫
Rd

1(
(t − τ)

1
α + |x− z|

)d+β
· τδ(

τ
1
α + |z− y|

)d+β
dz ≤

≤C
[

B
(

1− β

α
,1+δ

)
+B

(
1,1+δ − β

α

)]
tδ+1− β

α(
t

1
α + |x− y|

)d+β
,

яка справджується при всiх t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd з деякою сталою
C > 0, якщо тiльки 0 < β < α , δ > 1+ β

α
. Звiдси iндукцiєю по k

одержуємо нерiвнiсть

|Vk(t,x,y)| ≤
(
|a|CβC

)k
k

∏
j=1

[
B
(

1− β

α
,1+(k−1)

(
1− β

α

)
+

+B
(

1,k
(

1− β

α

)))]
tk
(

1− β

α

)
(

t
1
α + |x− y|

)d+β
.

Це означає, що ряд (5) рiвномiрно по (x,y) ∈ Rd ×Rd i локально
рiвномiрно по t > 0.
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Доведемо за iндукцiєю, що при k ≥ 0

Vk(t,x,y) = (−1)k+1 tk

k!

(
∇

a
β

)k+1
g(t,x, ·)(y) (7)

при всiх t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd .
При k = 0 (база iндукцiї) рiвнiсть (7) правильна. Дiйсно

V0(t,x,y) = ∇
a
β

g(t, ·,y)(x) =−∇
a
β

g(t,x, ·)(y)

згiдно з твердженням леми 2.2.
Якщо (7) справджується при деякому k ≥ 0, то (крок iндукцiї)

Vk+1(t,x,y) =∫ t

0
dτ

∫
Rd

∇
a
β

g(t − τ, ·,z)(x) · (−1)k+1 τk

k!

(
∇

a
β

)k+1
g(τ,z, ·)(y)dz =

=
(−1)k+1

k!

∫ t

0
τ

kdτ

∫
Rd

∇
a
β

g(t − τ, ·,z)(x)
(

∇
a
β

)k+1
g(τ,z, ·)(y)dz.

Доведемо далi можливiсть винесення операторiв ∇a
β
з-пiд знаку iн-

тегралу по z. Для цього використаємо представлення (1) оператора
∇β , обмежившись випадком β < 1. Випадок 1< β <α розглядається
аналогiчно. Введемо позначення

△u
ϕ(x) = ϕ(x+u)−ϕ(x), □u

ϕ(x) = |ϕ(x+u)|+ |ϕ(x)|.

Тодi можемо записати (K = 1/κ)

(∇a
β
)k+1g(τ,z, ·)(y) =

= Kk+1
∫
Rd

· · ·
∫
Rd

k+1

∏
j=1

(u j,a)
|u j|d+β+1△

u jg(τ,z, ·)(y)du1 . . .duk+1,

∇
a
β

g(t − τ, ·,z)(x) = K
∫
Rd

(u0,a)
|u0|d+β+1△

u0g(t − τ, ·,z)(x)du0.
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Отже,

Vk+1(t,x,y) =
∫ t

0
dτ

∫
Rd

V0(t − τ,x,z)Vk(τ,z,y)dz =

= Kk+2 (−|a|)k+1

k!

t∫
0

τ
k dτ

∫
Rd

dz
∫
Rd

(u0,a)
|u0|d+β+1△

u0g(t − τ, ·,z)(x)du0

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

k+1

∏
j=1

(u j,a)
|u j|d+β+1△

u jg(τ,z, ·)(y)du1 . . .duk+1.

(8)

Пiдiнтегральна функцiя в останнiй формулi може бути оцiнена звер-
ху за абсолютною величиною виразом

τ
k 1
|u0|d+β

□u t − τ

((t − τ)1/α + |z−·|)d+α
(x)×

×
k+1

∏
j=1

1
|u j|d+β

□u j
τ

(τ1/α + | ·−z|)d+α
(y).

Iнтеграл вiд нього за змiнними (τ,z) по областi (0, t)×Rd не
перевищує (див. [3, Ch. 4])

const · tk+2+1/α 1
|u0|d+β

k+1

∏
j=1

1
|u j|d+β

×

k+1

∑
j=1

∑
C∈C(k+1, j)

(
t1/α +

∣∣∣∣∣y+ ∑
l∈C

ul − x−u0

∣∣∣∣∣
)−d−α

,

(9)

де C(k+1, j) множина комбiнацiй з k+1 перших натуральних чисел

по j. Така функцiя iнтегровна за (u0,u1, . . . ,uk+1) по Dε =
k+1

∏
j=0

{|u j|⩾

ε} для кожного ε > 0 при фiксованих t > 0, x ∈ Rd , y ∈ Rd .
Збiжнiсть iнтеграла

∫
Rd V0(t − τ,x,z)Vk(τ,z,y)dz дозволяє пере-

йти в iнтегралi вiд функцiї (9) по Dε до границi при ε → 0+. При-
чому, ми можемо попередньо змiнити потрiбним чином порядок iн-
тегрування.
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Отже, в iнтегралi з рiвностi (8) можна змiнити порядок iнтегру-
вання i, враховуючи лiнiйнiсть рiзницевих операторiв △u, одержати
рiвнiсть

Vk+1(t,x,y) =

=
(−1)k+1

k!

∫ t

0
τ

kdτ∇
a
β

((
∇

a
β

)k+1 ∫
Rd

g(t − τ, ·,z)g(τ,z, ·)dz(y)
)
(x) =

=
(−1)k+1

(k+1)!
tk+1

∇
a
β

((
∇

a
β

)k+1
g(t, ·, ·)(y)

)
(x) =

=
(−1)k+2

(k+1)!
tk+1

(
∇

a
β

)k+2
g(t,x, ·)(y).

Це i доводить рiвнiсть (7). Тодi

V (t,x,y) =
∞

∑
k=0

(−1)k+1 (t)
k

k!

(
∇

a
β

)k+1
g(t,x, ·)(y),

G(t,x,y) = g(t,x,y)+

+
∫ t

0
dτ

∫
Rd

g(t − τ,x,z)
∞

∑
k=0

(−1)k+1 (τ)
k

k!

(
∇

a
β

)k+1
g(τ,z, ·)(y)dz.

Ряд в останнiй рiвностi допускає почленне iнтегрування, тому

G(t,x,y) = g(t,x,y)+

+
∞

∑
k=0

∫ t

0
τ

kdτ

∫
Rd

g(t − τ,x,z)
(

∇
a
β

)k+1
g(τ,z, ·)(y)dz

(−1)k+1

k!
=

= g(t,x,y)+

+
∞

∑
k=0

(−1)k+1

k!

∫ t

0
τ

kdτ

(
∇

a
β

)k+1 ∫
Rd

g(t − τ,x,z)g(τ,z, ·)dz(y) =

= g(t,x,y)+

+
∞

∑
k=0

(−1)k+1

(k+1)!
tk+1

(
∇

a
β

)k+1
g(t,x, ·)(y) =

∞

∑
k=0

tk

k!
∇

a
β

g(t, ·,y)(x).
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Оскiльки(
∇

a
β

)k
g(t, ·,y)(x) = 1

(2π)d

∫
Rd

(
i|λ |β−1 (λ ,a)

)k
ei(x−y,λ )−ct|λ |α dλ ,

то

G(t,x,y) =
1

(2π)d

∞

∑
k=0

1
k!

∫
Rd

(
i|λ |β−1 (λ ,a)

)k
ei(x−y,λ )−ct|λ |α dλ . (10)

Зауважимо, що ряд
∞

∑
k=0

1
k!
(i|λ |β−1t(λ ,a))k збiгається локально

рiвномiрно по λ на Rd . Тому для кожного r > 0 i Ur = {λ ∈ Rd :
|λ |⩽ r}∫

Ur

∞

∑
k=0

1
k!
(i|λ |β−1t(λ ,a))k exp{i(x− y,λ )− ct|λ |α}dλ =

=
∞

∑
k=0

1
k!

∫
Ur

(i|λ |β−1t(λ ,a))k exp{i(x− y,λ )− ct|λ |α}dλ .

(11)

Оскiльки∣∣∣∣∣∣ 1
k!

∫
Ur

(i|λ |β−1t(λ ,a))k exp{i(x− y,λ )− ct|λ |α}dλ

∣∣∣∣∣∣⩽
⩽

(t|a|)k

k!

∫
Rd

(|λ |kβ exp{−ct|λ |α}dλ = Rk,

а останнiй iнтеграл можна легко обчислити i одержати

Rk =
(t|a|)k

k!
Sd

α
(ct)−

d+kβ

α Γ

(
d + kβ

α

)
,

де Sd — площа d-вимiрної одиничної сфери, то ряд в правiй частинi
рiвностi (11) збiгається рiвномiрно по r на (0,+∞), бо

Rk+1

Rk
=

|a|t
k+1

(ct)−β/α
Γ

(
d+(k+1)β

α

)
Γ

(
d+kβ

α

) → 0, k → ∞.
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Перейшовши в рiвностi (11) до границi при r →+∞, з врахува-
нням (10), одержимо

G(t,x,y) =

=
1

(2π)d

∫
Rd

∞

∑
k=0

1
k!
(i|λ |β−1t(λ ,a))k exp{i(x− y,λ )− ct|λ |α}dλ =

=
1

(2π)d

∫
Rd

exp{i(|λ |β−1t a+ x− y,λ )− ct|λ |α}dλ .

А це i стверджувалось в теоремi.

Зауваження 3.1. Представлене доведення теореми 1 хоч i дещо гро-
мiздке, але вказує на спосiб побудови фундаментального розв’язку
рiвняння (2), як збурення вiдповiдного випадкового процесу. Простi-
ше даний факт може бути доведений безпосередньою пiдстановкою
функцiї G в рiвняння (2).
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Basel, 2004. https://doi.org/10.1007/978-3-0348-7844-9

Стаття надiйшла до редакцiйної колегiї 01.05.2025 р.

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2025. – № 20(76)



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 113

PERTURBATION OF AN α-STABLE STOCHASTIC PROCESS
AND THE FUNDAMENTAL SOLUTION OF A CERTAIN

PARABOLIC PSEUDODIFFERENTIAL EQUATION WITH
CONSTANT COEFFICIENTS

Yu.V. Hutsuliak, M.M. Osypchuk
Vasyl Stefanyk Precarpathian National University;

76018, 57 Shevchenko street, Ivano-Frankivsk, Ukraine;
e-mail: yurii.hutsuliak@pnu.edu.ua, mykhailo.osypchuk@pnu.edu.ua

Using the method of perturbation of a rotationally invariant α-
stable stochastic process, an explicit representation of the fundamental
solution of the pseudodifferential equation

∂

∂ t
u(t,x) =−c(−∆)α/2u(t, ·)(x)+(a,∇β u(t, ·)(x)), t > 0, x ∈ Rd,

where ∆ is the Laplace operator, ∇β is the “pseudogradient” operator

of order 0 < β < α (given by the symbol i|λ |β−1λ ). The case of fixed
1 < α < 2, c > 0 and constant a ∈ Rd is considered.

Key words: α-stable stochastic process, perturbation, pseudogra-
dient, pseudodifferential equation.
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