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У цiй статтi розглянуто поняття мультиплiкативної згортки
для блочно-симетричних полiномiв на нескiнченновимiрних просто-
рах типу ℓp(Cs). Розроблено операцiю мультиплiкативного зсуву та
вiдповiдний згортковий оператор для алгебри блочно-симетричних
аналiтичних функцiй обмеженого типу. Показано, що така згортка
є комутативною та асоцiативною, i утворює комутативне напiв-
кiльце з одиницею на спектрi алгебри. Наведено оцiнки для радiус-
функцiї гомоморфiзмiв та доведено основнi властивостi, зокрема
лiнiйнiсть, неперервнiсть та узгодженiсть з алгебраїчною стру-
ктурою. Також запропоновано конструкцiю елементiв спектра з
заданими значеннями на елементарних полiномах. Робота є уза-
гальненням попереднiх дослiджень для простору ℓ1(Cs) на випадок
довiльного 1 < p < ∞, i робить внесок у розвиток теорiї симетри-
чних аналiтичних функцiй у нескiнченновимiрному аналiзi.

Ключовi слова: блочно-симетричний полiном, блочно-симетрич-
на аналiтична функцiя, спектр, мультиплiкативна згортка.

1. Вступ та попереднi вiдомостi
Симетричнi та блочно-симетричнi полiноми на скiнченновимiрних
просторах є об’єктом дослiдження комбiнаторики та класичної те-
орiї iнварiантiв [1, 13]. Дослiдження симетричних полiномiв на не-
скiнченновимiрних просторах почалося у роботi Немеровського та
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Семенова [12] та продовжено у роботi [8]. Алгебри аналiтичних та
симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на комплексно-
му банаховому просторi є стандартним об’єктом дослiдження нелi-
нiйного функцiонального аналiзу i вивчалися у роботах [2, 3, 4, 6, 7]
та iнших. Зокрема, у роботах [6, 7] було введено поняття симетри-
чного та мультиплiкативного зсуву для елементiв банахового про-
стору ℓp, симетричної та мультиплiкативної згортки для елемен-
тiв спектру алгебри симетричних аналiтичних функцiй обмежено-
го типу на просторi ℓp та доведено основнi результати для них.
Блочно-симетричнi полiноми та блочно-симетричнi аналiтичнi фун-
кцiї обмеженого типу на нескiнченновимiрних просторах дослiджу-
валися у роботах [5, 9, 10, 11]. У роботах [10, 11] було пошире-
но поняття симетричного та мультиплiкативного зсуву для елемен-
тiв банахового простору ℓ1(Cs), симетричної та мультиплiкативної
згортки для елементiв спектру алгебри блочно-симетричних аналi-
тичних функцiй обмеженого типу на просторi ℓ1(Cs) та доведено
основнi результати для них.

Позначимо через ℓp(Cs) = ℓp(N,Cs), 1 ⩽ p < ∞ простiр послi-
довностей

x = (x1,x2, . . . ,x j, . . .), (1)

таких що x j = (x(1)j , . . . ,x(s)j ) ∈ Cs для j ∈ N, для яких є збiжними

ряди
∞

∑
j=1

s
∑

r=1

∣∣∣x(r)j

∣∣∣p .
Вектори x j з (1) є векторними координатами елемента x. Лiнiй-

ний простiр ℓp(Cs) з визначеною на ньому нормою

∥x∥=

(
∞

∑
j=1

s

∑
r=1

∣∣∣x(r)j

∣∣∣p)1/p

є банаховим простором. Полiном P на просторi ℓp(Cs) називається
блочно-симетричним (чи векторно-симетричним) якщо:

P(x1,x2, . . . ,xm, . . .) = P(xσ(1),xσ(2), . . . ,xσ(m), . . .)

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2025. – № 20(76)



50 МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА

для будь-якої перестановки σ ∈ SN, де SN — група перестановок на
множинi натуральних чисел N та xm ∈Cs. Алгебру блочно-симетрич-
них полiномiв на ℓp(Cs) позначимо через Pvs(ℓp(Cs)).

Зауважимо, що у комбiнаторицi, блочно-симетричнi полiноми
на скiнченновимiрних просторах вiдомi як симетричнi полiноми Ма-
кмагона (див. [13]).

Позначимо через k = (k1,k2, . . . ,ks) мультиiндекс з невiд’єм-
ними цiлими елементами k1,k2, . . . ,ks та надалi будемо використову-
вати стандартнi позначення |k|= k1 + k2 + · · ·+ ks, k! = k1!k2! · · ·ks!.

У роботi [9] було доведено, що полiноми

Hk(x) = Hk1,k2,...,ks(x) =
∞

∑
j=1

s

∏
r=1

|k|⩾⌈p⌉

(x(r)j )kr (2)

утворюють алгебраїчний базис алгебри Pvs(ℓp(Cs)), 1 ⩽ p < ∞, де

x= (x1, . . . ,xm, . . .)∈ ℓp(Cs), x j = (x(1)j , . . . ,x(s)j )∈Cs i ⌈p⌉ є цiле значе-
ння p. Це означає, що полiноми Hk алгебраїчно незалежнi та кожен
блочно-симетричний полiном з Pvs(ℓp(Cs)) може бути представле-
ний єдиним чином через алгебраїчну комбiнацiю полiномiв Hk. У
класичнiй теорiї iнварiантiв [13] цi полiноми вiдомi як степеневi си-
метричнi функцiї Макмагона.

У випадку простору ℓ1(Cs) є iншi алгебраїчнi базиси алгебри
блочно-симетричних полiномiв (див. [1, 11, 13]):

Rk(x) = Rk1,k2,...,ks(x) =
∞

∑

i j
1<···<i j

k j
,

1≤ j≤s

s
∏
j=1

x( j)
i j
1
. . .x( j)

i j
k j

.
(3)

У класичнiй теорiї iнварiантiв [13] данi полiноми вiдомi як елемен-
тарнi симетричнi функцiї Макмагона.

Позначимо черезHbvs(ℓp(Cs)) алгебру блочно-симетричних ана-
лiтичних функцiй, якi є обмеженими на обмежених множинах та
Mbvs(ℓp(Cs)) — спектр цiєї алгебри, тобто множину усiх ненульо-
вих неперервних комплекснозначних гомоморфiзмiв.
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У роботi [11] для x,y∈ ℓp(Cs)), де x=(x1, . . . ,xn, . . .), y=(y1, . . . ,

yn, . . .), x j = (x(1)j , . . . ,x(s)j ), y j = (y(1)j , . . . ,y(s)j ) ∈ Cs було введено опе-
рацiю симетричного зсуву

x• y = (x1,y1,x2,y2, . . . ,xn,yn, . . .)

та визначено оператор симетричного зсуву

Ty( f )(x) = f (x• y).

Для довiльних φ ,θ ∈ Mbvs(ℓp(Cs)) та f ∈ Hbvs(ℓp(Cs)) введено си-
метричну згортку

(φ⋆θ)( f ) = φ(y 7→ θ(Ty f )). (4)

У роботi [11] було означено поняття радiус-функцiї R(ϕ) ком-
плексного гомоморфiзму ϕ ∈Mbvs(ℓp(Cs)) на випадок алгебри блоч-
но-симетричних аналiтичних функцiй обмеженого типу на просторi
ℓp(Cs). Радiус-функцiя R(ϕ) означається як iнфiмум усiх r таких, що
ϕ є неперервним на Auvs(rBℓp(Cs)), де Auvs(rBℓp(Cs)) — алгебра усiх
рiвномiрно неперервних блочно-симетричних аналiтичних функцiй
на кулi rBℓp(Cs) ∈ ℓp(Cs) та обчислюється за формулою:

R(ϕ) = lim sup
n→∞

||ϕn||
1
n , (5)

де ϕn звуження функцiонала ϕ на пiдпростiр n-однорiдних блочно-
симетричних полiномiв.

2. Мультиплiкативна згортка на просторi ℓp(Cs)

У роботi [10] було введено означення мультиплiкативного зсуву та
мультиплiкативної згортки у випадку простору ℓ1(Cs) та доведено
певнi їх властивостi. Узагальнимо данi результати на випадок про-
стору ℓp(Cs).
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Означення 2.1. Нехай x= (x1, . . . ,xn, . . .),y= (y1, . . . ,yn, . . .)∈ ℓp(Cs),

x j = (x(1)j , . . . ,x(s)j ), y j = (y(1)j , . . . ,y(s)j ) ∈ Cs. Мультиплiкативний зсув
елементiв x та y позначимо через x ⋄ y та означимо як вектор, який
складається з елементiв xiy j = (x(1)i y(1)j , . . . ,x(s)i y(s)j ), занумерованих у
довiльному порядку, i, j ∈ N.

Твеpдження 2.2. Для довiльних x,y ∈ ℓp(Cs) будуть виконуватися
наступнi умови:

(1) x⋄ y ∈ ℓp(Cs) та ||x⋄ y|| ≤ ||x|| · ||y||;
(2) Hk(x⋄ y) = Hk(x) ·Hk(y), |k|⩾ ⌈p⌉;
(3) Якщо P — n-однорiдний полiном на ℓp(Cs) i y — фiксований

елемент з ℓp(Cs), то функцiя x 7→ P(x ⋄ y) також буде n-
однорiдним полiномом.

Доведення. Умова (1) випливає з

||x⋄y||p =
∞

∑
i, j=1

s

∑
r=1

∣∣∣x(r)i y(r)j

∣∣∣p ≤ ∞

∑
i=1

s

∑
r=1

∣∣∣x(r)i

∣∣∣p · ∞

∑
j=1

s

∑
r=1

∣∣∣y(r)j

∣∣∣p = ||x||p ·||y||p.

Звiдси випливає, що x⋄ y ∈ ℓp(Cs).
З рiвностi:

Hk(x⋄ y) =
∞

∑
i, j=1

s

∏
r=1

|k|⩾⌈p⌉

(x(r)i y(r)j )kr =

=
∞

∑
i=1

s

∏
r=1

|k|⩾⌈p⌉

(x(r)i )kr ·
∞

∑
j=1

s

∏
r=1

|k|⩾⌈p⌉

(y(r)j )kr = Hk(x) ·Hk(y)

отримаємо умову (2). Умова (3) випливає з λ (x⋄ y) = (λx⋄ y).

Позначимо через πy вiдображення πy : x ∈ ℓp(Cs) → (x ⋄ y) ∈
ℓp(Cs). З твердження 2.2 випливає, що дане вiдображення є лiнiй-
ним та неперервним. Нехай f ∈ Hbvs(ℓp(Cs)). Очевидно, що f ◦πy
є аналiтичною та обмеженою на обмежених множинах функцiєю.
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Крiм того, f (σ(x)⋄ y) = f (x⋄ y) для будь-якої перестановки σ ∈ SN.
Отже, f ◦πy ∈ Hbvs(ℓp(Cs)). Оператор вигляду My = f ◦πy будемо на-
зивати мультиплiкативним згортковим оператором. Очевидно, що
Mσ(y) = My,σ ∈ SN i My(Hk) = Hk(y) ·Hk ∀|k|⩾ ⌈p⌉.

Якщо Pn — n-однорiдний неперервний полiном, то ||My(Pn)|| ≤
||Pn|| · ||y||n. Оскiльки πy+z(x) = (x⋄ (y+ z)) = (x⋄y)+(x⋄ z) = πy(x)+
πz(x) та πλy(x) = (x⋄λy) = λ (x⋄ y) = λπy(x), то Mλy(Pn) = λ nMy(Pn)
та My+z(Pn) = My(Pn) + Mz(Pn). Отже, вiдображення y ∈ ℓp(Cs) →
My(Pn) також є n-однорiдним неперервним полiномом. Звiдси ви-
пливає наступне твердження

Твеpдження 2.3. Для будь-якого y∈ ℓp(Cs) мультиплiкативний згор-
тковий оператор My є неперервним гомоморфiзмом наHbvs(ℓp(Cs)).

У роботi [10] (твердження 3) було продемонстровано оцiнку
радiус-функцiї R для простору ℓ1(Cs). Використовуючи аналогiчний
пiдхiд, доведемо наступне твердження:

Твеpдження 2.4. Для усiх θ ∈ Hbvs(ℓp(Cs))′ i ∀y ∈ ℓp(Cs) радiус-
функцiю неперервного гомоморфiзму θ ◦My можна оцiнити як

R(θ ◦My)≤ R(θ) · ||y||

i для фiксованого f ∈ Hbvs(ℓp(Cs)) функцiя y 7→ θ ◦My( f ) також
буде належати Hbvs(ℓp(Cs)).

Доведення. Нехай y ∈ ℓp(Cs). Звуження θ ◦ My (вiдповiдно θ ) на
пiдпростiр n-однорiдних блочно-симетричних полiномiв позначимо
через (θ ◦My)n (вiдповiдно θn.) Тодi,

||(θ ◦My)n||= sup
|| f ||≤1

∣∣∣∣θn

(
My( fn)

||y||n

)∣∣∣∣ · ||y||n ≤ ||θn|| · ||y||n.

Отже,

R(θ ◦My)≤ lim sup
n→∞

(||θn||||y||n)
1
n = R(θ)||y||.
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Твердження того, що y 7→ θ ◦My( f ) належить Hbvs(ℓp(Cs)) ви-
пливає з того, що елементами ряду Тейлора для функцiї y → θ ◦
My( f ) є y → θ ◦My( fn), де fn — елементи ряду Тейлора для функцiї
f .

У роботi [10] було введено означення мультиплiкативної згор-
тки на випадок простору ℓ1(Cs). Узагальнимо дане означення на
випадок простору ℓp(Cs) та доведемо деякi основнi твердження у
даному випадку.

Означення 2.5. Нехай f ∈Hbvs(ℓp(Cs)) та θ ∈Hbvs(ℓp(Cs))′. Муль-
типлiкативну згортку визначимо як

(θ♢ f )(x) = θ [Mx( f )]

для кожного x ∈ ℓp(Cs).

З твердження 2.4 маємо, що θ♢ f ∈ Hbvs(ℓp(Cs)).

Означення 2.6. Для довiльних φ ,θ ∈Hbvs(ℓp(Cs))′ мультиплiкатив-
ну згортку φ♢θ визначимо як

(φ♢θ)( f ) = φ(θ♢ f ) (6)

для кожної f ∈ Hbvs(ℓp(Cs)).

Для гомоморфiзму δy, який є значенням у точцi y ∈ ℓp(Cs),
справедливим буде:

(δy♢ f )(x) = δy(Mx( f )) = ( f ◦πx)(y) =

= f (πx(y)) = f (x⋄ y) = f (πy(x)) = My( f )(x).

Очевидно, δx♢δy = δx⋄y.

Твеpдження 2.7. Нехай φ ,θ ∈ Mbvs(ℓp(Cs)). Тодi

(1) φ♢θ ∈ Mbvs(ℓp(Cs));
(2) (φ♢θ)(Hk) = φ(Hk)θ(Hk), ∀|k|⩾ ⌈p⌉;
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(3) Напiвгрупа (Mbvs(ℓp(Cs)),♢) є комутативною i значення у x̃=
(1,0, . . . ,0, . . .) ∈ ℓp(Cs), де 1 = (1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸

s

),0 = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
s

) ∈Cs, δx̃,

є тотожним елементом.

Доведення. (1) φ♢θ ∈ Mbvs(ℓp(Cs)) випливає з мультиплiкатив-
ностi My (а отже, φ♢θ є характером) та з нерiвностi R(φ♢θ)≤
R(φ)R(θ), яку легко отримати з твердження 2.4.

(2) Нехай x,y ∈ ℓp(Cs) i δx,δy ∈ Mbvs(ℓp(Cs)) — вiдповiднi гомо-
морфiзми, якi є значеннями у точках. Тодi (δx♢δy)(Hk)=Hk(x⋄
y) = Hk(x)Hk(y).
Нехай φ ,θ ∈ Mbvs(ℓp(Cs)). Тодi

(θ♢Hk)(x) = θ(Mx(Hk)) = θ(Hk(x)Hk) = Hk(x)θ(Hk).

Тому, (φ♢θ)(Hk) = φ(Hkθ(Hk)) = φ(Hk)θ(Hk).
(3) З останньої рiвностi випливає комутативнiсть мультиплiкатив-

ної згортки для Hk. Оскiльки кожна функцiя f ∈Hbvs(ℓp(Cs))
рiвномiрно наближається блочно-симетричними полiномами
на обмежених множинах, якi можна подати у виглядi алге-
браїчної комбiнацiї полiномiв вигляду (2), то мультиплiкатив-
на згортка також буде комутативною для будь-якої функцiї
f ∈ Hbvs(ℓp(Cs)). Асоцiативнiсть згортки ♢ випливає з

(ψ♢(φ♢θ))(Hk) = ψ(Hk)φ(Hk)θ(Hk) = ((ψ♢φ)♢θ)(Hk).

Пiдставимо в умову (2) замiсть θ = δx̃, де x̃ = (1,0, . . . ,0, . . .) ∈
ℓp(Cs). Отримаємо (φ♢δx̃)(Hk)= φ(Hk)δx̃(Hk)= φ(Hk)Hk(x̃)=
φ(Hk). Отже, δx̃ є тотожним елементом.

У роботi [10] було побудовано множину елементiв φ(α1,...,αs) ∈
Mbvs(ℓ1(Cs)) таку що Hk(φ(α1,...,αs)) = αi при ki = 1, а усi iншi k j =

0, j ̸= i, i = 1, . . . ,s, |k|= 1 та Hk(φ(α1,...,αs)) = 0 при |k|> 1. Побудує-
мо аналогiчну множину елементiв для випадку простору ℓp(Cs), де
p — натуральне число бiльше за 1.
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Нехай α = (α1, . . . ,αs) ∈ Cs \ {0} та 0 = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
s

) ∈ Cs. Розгля-

немо послiдовнiсть елементiв з простору ℓp(Cs)

en(α1, . . . ,αs) = (0, . . . ,0,α︸ ︷︷ ︸
n

,0, . . .).

Для кожного n ∈ N поставимо

vn(α1, . . . ,αs) =
1

n
1
p
(e1(α1, . . . ,αs)+ . . .+ en(α1, . . . ,αs)) ∈ ℓp(Cs).

Тодi δvn(α1,...,αs)(H
k) = α

k1
1 . . .αks

s при |k| = p та δvn(α1,...,αs)(H
k) = 0

при |k| > p. Зауважимо, що для будь-якого n ||vn||p = |α1|p + . . .+
|αs|p та R(δvn(α1,...,αs)) ≤ ||vn||. Отже, δvn(α1,...,αs) належить спектру

Auvs(rBℓp(Cs)) для r > (|α1|p + . . .+ |αs|p)
1
p . З компактностi спектру

банахової алгебри отримаємо, що δvn(α1,...,αs) має точку скупчення

φ(α1,...,αs) у Mbvs(ℓp(Cs)). Тодi φ(α1,...,αs)(H
k) = α

k1
1 . . .αks

s при |k|= p
та φ(α1,...,αs)(H

k) = 0 при |k| > p. Тодi з умови (2) твердження 2.7
випливає, що φ(α1,...,αs) не є оборотним елементом.

Наслiдок 2.8. Напiвгрупа (Mbvs(ℓp(Cs)),♢) не є групою.

З рiвностей (4) та (6) випливає наступне твердження

Твеpдження 2.9. Для довiльних θ ,ϕ,φ ∈ Mbvs(ℓp(Cs) виконується
рiвнiсть

θ♢(ϕ⋆φ) = (θ♢ϕ)⋆(θ♢φ).

Наслiдок 2.10. Множина (Mbvs(ℓp(Cs)),♢,⋆) є комутативним на-
пiвкiльцем з одиницею.
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MULTIPLICATIVE CONVOLUTION
FOR THE BLOCK-SYMMETRIC POLYNOMIALS

V.V. Kravtsiv, P.Y. Dolishniak, R.Y. Stakhiv
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This paper investigates the concept of multiplicative convolution
for block-symmetric polynomials defined on infinite-dimensional spaces
of the form ℓp(Cs). A multiplicative shift operation and the corre-
sponding convolution operator are developed for the algebra of block-
symmetric analytic functions of bounded type. It is shown that the
defined convolution is both commutative and associative, forming a
commutative semiring with unity on the spectrum of the algebra. Esti-
mates for the spectral radius function of homomorphisms are provided,
and essential properties such as linearity, continuity, and compatibil-
ity with the algebraic structure are established. The construction of
spectral elements with prescribed values on elementary polynomials is
proposed. This work generalizes earlier results for the ℓ1(Cs) case to
the broader setting of arbitrary 1 < p < ∞, contributing to the theory
of symmetric analytic functions in infinite-dimensional analysis.

Key words: block-symmetric polynomial, block-symmetric analytic
function, spectrum, multiplicative convolution.
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