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Нехай ℓ
(R)
p — дiйсний банахiв простiр всiх абсолютно сумов-

них у степенi p ∈ [1,+∞) послiдовностей дiйсних чисел. Для n ∈
N нехай ℓ

(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn — декартiв добуток банахових просто-

рiв ℓ
(R)
p1 , . . . , ℓ

(R)
pn , де p1, . . . , pn ∈ [1,+∞). Розглянемо простiр ℓ

(R)
p1 ×

. . .× ℓ
(R)
pn як простiр всiх послiдовностей x = (x1,x2, . . .), елемента-

ми яких є n-вимiрнi вектори x j =
(
x(1)j , . . . ,x(n)j

)
, де j ∈N, таких, що

послiдовнiсть
(
x(s)1 ,x(s)2 , . . .

)
належить простору ℓ

(R)
ps для кожного

s ∈ {1, . . . ,n}. Функцiю f , визначену на просторi ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn на-

зивають симетричною, якщо

f
((

xσ(1),xσ(2), . . .
))

= f ((x1,x2, . . .))

для всiх (x1,x2, . . .) ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn i для всiх бiєкцiй σ : N→ N. В

роботi доведено, що множина{
H(R)

p,k : k ∈ Zn
+ такий, що k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1

}
є алгебраїчним базисом алгебри всiх симетричних неперервних дiй-

снозначних полiномiв на просторi ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn , де полiноми H(R)

p,k
визначено формулою
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H(R)
p,k (x) =

∞

∑
j=1

n

∏
s=1
ks>0

(
x(s)j

)ks

для x = (x1,x2, . . .) ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn .

Ключовi слова: полiном, симетрична функцiя, алгебраїчний ба-
зис, банахiв простiр.

1. Вступ
При дослiдженнi полiномiальних вiдображень на банахових про-
сторах, якi мають симетричну структуру, наприклад, надiленi си-
метричним базисом Шаудера, природно розглядати вiдображення,
якi зберiгають цю симетричну структуру. Такi вiдображення назива-
ють симетричними. Алгебри симетричних неперервних полiномiв у
багатьох випадках виявляються скiнченно- чи злiченнопороджени-
ми, що дозволяє, зокрема, отримувати описи спектрiв вiдповiдних
алгебр симетричних аналiтичних функцiй, якi є поповненнями зга-
даних алгебр симетричних полiномiв.

В данiй роботi розглядаються неперервнi симетричнi полiноми
на декартовому добутку дiйсних банахових просторiв ℓ

(R)
p1 , . . . , ℓ

(R)
pn

абсолютно сумовних у степенях, вiдповiдно, p1, . . . , pn послiдовно-
стей. В роботi [3] побудовано алгебраїчний базис алгебри згаданих
вище полiномiв для випадку p1 = . . .= pn. Для, не обов’язково рiв-
них мiж собою, чисел p1, . . . , pn в роботi [1] розглянуто комплексний
випадок. В данiй роботi побудовано злiченний алгебраїчний базис
алгебри неперервних симетричних полiномiв на згаданому вище де-
картовому добутку. Зауважимо, що хоча даний декартiв добуток є,
у певному сенсi, пiдпростором вiдповiдного декартового добутку
комплексних просторiв ℓ(C)p1 , . . . , ℓ

(C)
pn , згаданий результат не випливає

автоматично iз аналогiчного результату для комплексного випадку,
оскiльки такi властивостi, як, наприклад, алгебраїчна незалежнiсть
полiномiв чи можливiсть зобразити полiном у виглядi певної алге-
браїчної комбiнацiї iз коефiцiєнтами з вiдповiдного поля, у загаль-
ному випадку, не успадковуться при звуженнi полiномiв на пiдпро-
стiр.
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2. Попереднi вiдомостi
Будемо позначати N та Z+ множини всiх додатних та невiд’ємних
цiлих чисел вiдповiдно.

Полiноми. Нехай X — векторний простiр над полем K ∈ {R,C}.
Вiдображення A : Xm → K, де m ∈ N, називають m-лiнiйним, якщо
A є лiнiйним вiдносно кожного зi своїх m аргументiв. m-Лiнiйне
вiдображення, яке є iнварiантним вiдносно усiх можливих переста-
новок своїх аргументiв, називають симетричним.

Вiдображення P : X → K називають m-однорiдним полiномом,
якщо iснує m-лiнiйне симетричне вiдображення AP : Xm → K таке,
що

P(x) = AP(x, . . . ,x︸ ︷︷ ︸
m

)

для кожного x ∈ X . Вiдображення AP називають m-лiнiйним симе-
тричним вiдображенням, асоцiйованим iз полiномом P. Для зручно-
стi також визначають 0-однорiднi полiноми з X в K як сталi вiдобра-
ження.

Вiдображення P : X →K називають полiномом, якщо його мо-
жна зобразити у виглядi

P =
K

∑
j=0

Pj, (1)

де K ∈Z+ i Pj є j-однорiдним полiномом для кожного j ∈ {0, . . . ,K}.
Нехай X — нормований простiр. Вiдомо, що m-лiнiйне вiдобра-

ження A : Xm →K є неперервним тодi i лише тодi, коли значення

∥A∥= sup
∥x1∥≤1,...,∥xm∥≤1

|A(x1, . . . ,xm)|

є скiнченним. Аналогiчно, полiном P : X → K є неперервним тодi i
лише тодi, коли значення

∥P∥= sup
∥x∥≤1

|P(x)|
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є скiнченним. Для неперервного m-однорiдного полiнома P та для
асоцiйованого з ним m-лiнiйного симетричного вiдображення AP вi-
домо (див. [2, теорема 2.2]), що

∥P∥ ≤ ∥AP∥ ≤
mm

m!
∥P∥. (2)

Системи твiрних елементiв алгебр. Нехай A — комутативна ал-
гебра з одиницею над деяким полем K. Для кожного полiнома Q :
Kn →K вигляду

Q(z1, . . . ,zn) = ∑
(k1,...,kn)∈Ω

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · ·zkn

n ,

де α(k1,...,kn) ∈ K i Ω є деякою непорожньою скiнченною пiдмножи-
ною множини Zn

+, визначимо вiдображення QA : An → A рiвнiстю

QA(a1, . . . ,an) = ∑
(k1,...,kn)∈Ω

α(k1,...,kn)a
k1
1 · · ·akn

n , (3)

де a1, . . . ,an ∈ A (вважаємо, що нульовий степiнь a0
j елемента a j до-

рiвнює одиничному елементу алгебри A).
Нехай a,a1, . . . ,an ∈ A. Якщо iснує полiном Q : Kn → K такий,

що a = QA(a1, . . . ,an), то елемент a називають алгебраїчною комбi-
нацiєю елементiв a1, . . . ,an.

Непорожню множину G ⊂ A називають системою твiрних еле-
ментiв алгебри A, якщо кожен елемент алгебри A можна подати у
виглядi алгебраїчної комбiнацiї деяких елементiв множини G. Якщо,
до того ж, кожне таке подання є єдиним, то множину G називають
алгебраїчним базисом алгебри A.

Скiнченну непорожню множину {a1, . . . ,an} ⊂ A називають ал-
гебраїчно незалежною, якщо рiвнiсть QA(a1, . . . ,an) = 0 можлива ли-
ше, коли полiном Q є тотожним нулем. Нескiнченну множину A1 ⊂A
називають алгебраїчно незалежною, якщо кожна її скiнченна пiд-
множина є алгебраїчно незалежною.

Кожен алгебраїчний базис є алгебраїчно незалежним. Крiм то-
го, кожна алгебраїчно незалежна система твiрних елементiв є алге-
браїчним базисом.
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Симетричнi полiноми на декартових добутках просторiв абсо-
лютно сумовних послiдовностей Нехай K ∈ {R,C}. Будемо по-

значати ℓ
(K)
p , де p ∈ [1,+∞), банахiв простiр над полем K всiх аб-

солютно сумовних у степенi p послiдовностей x = (x1,x2, . . .), де
x j ∈K для j ∈ N, iз нормою

∥x∥p =
( ∞

∑
j=1

|x j|p
)1/p

.

Нехай n ∈ N i p = (p1, . . . , pn), де p1, . . . , pn ∈ [1,+∞). Розгляне-

мо декартiв добуток ℓ
(K)
p1 × . . .× ℓ

(K)
pn просторiв ℓ

(K)
p1 , . . . , ℓ

(K)
pn як про-

стiр послiдовностей
x = (x1,x2, . . .), (4)

де x j =
(

x(1)j , . . . ,x(n)j

)
∈Kn для j ∈ N, таких, що послiдовнiсть

(
x(s)1 ,x(s)2 , . . .

)
належить простору ℓ

(K)
ps для кожного s ∈ {1, . . . ,n}. Задамо на про-

сторi ℓ(K)
p1 × . . .× ℓ

(K)
pn норму

∥x∥
ℓ
(K)
p1 ×...×ℓ

(K)
pn

=

(
n

∑
s=1

∥∥∥(x(s)1 ,x(s)2 , . . .
)∥∥∥max p

ps

)1/max p

.

Функцiю f : ℓ(K)
p1 × . . .× ℓ

(K)
pn →K називають симетричною, якщо

f (x◦σ) = f (x)

для кожної послiдовностi x = (x1,x2, . . .) ∈ ℓ
(K)
p1 × . . .× ℓ

(K)
pn i для ко-

жної бiєкцiї σ : N→ N, де

x◦σ =
(
xσ(1),xσ(2), . . .

)
.
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Нехай мультиiндекс k = (k1, . . . ,kn) ∈ Zn
+ \{(0, . . . ,0)} є таким, що

k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1. Визначимо полiном H(K)
p,k : ℓ(K)

p1 × . . .× ℓ
(K)
pn →

K формулою

H(K)
p,k (x) =

∞

∑
j=1

n

∏
s=1
ks>0

(
x(s)j

)ks
. (5)

Зауважимо, що полiном H(K)
p,k є симетричним. Згiдно iз [1, тверджен-

ня 1], полiном H(C)
p,k є коректно визначеним i ∥H(C)

p,k ∥ ≤ n, отже, є не-
перервним. Аналогiчно до доведення згаданого твердження, можна
довести вiдповiднi результати для полiнома H(R)

p,k . Також в роботi
буде використано наступний результат.

Теорема 2.1. (Див. [1, теорема 4]) Множина полiномiв{
H(C)

p,k : k ∈ Zn
+ такий, що k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1

}
(6)

є алгебраїчним базисом алгебри всiх симетричних неперервних ком-
плекснозначних полiномiв на просторi ℓ(C)p1 × . . .× ℓ

(C)
pn .

3. Основний результат
Лема 3.1. Нехай X — нормований простiр над полем K ∈ {R,C}.
Нехай n ∈ N i множина полiномiв {P1, . . . ,Pn} ⊂ P(X) така, що ви-
конуються наступнi умови:

1) для кожного j ∈ {1, . . . ,n} iснує m j ∈ Z+ таке, що полiном Pj
є m j-однорiдним;

2) для кожного полiнома Q : Kn →K вигляду

Q(z1, . . . ,zn) = ∑
(k1,...,kn)∈Zn

+
k1m1+...+knmn=l

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · ·zkn

n ,

де l — деяке фiксоване цiле невiд’ємне число i α(k1,...,kn) ∈K, рiвнiсть
QP(X)(P1, . . . ,Pn) ≡ 0, де полiном QP(X) визначено формулою (3),
можлива лише тодi, коли Q ≡ 0.

Тодi множина {P1, . . . ,Pn} є алгебраїчно незалежною.
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Доведення. Доведемо алгебраїчну незалежнiсть множини полiно-
мiв {P1, . . . ,Pn}. Нехай полiном R : Kn →K такий, що

RP(X)(P1, . . . ,Pn)≡ 0. (7)

Покажемо, що R ≡ 0. Оскiльки R є полiномом, то його можна зобра-
зити у виглядi

R(z1, . . . ,zn) = ∑
(k1,...,kn)∈Ω

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · ·zkn

n ,

де α(k1,...,kn) ∈ K i Ω є деякою непорожньою скiнченною пiдмножи-
ною множини Zn

+. Нехай

J = max
(k1,...,kn)∈Ω

(k1m1 + . . .+ knmn).

Запишемо полiном R у виглядi

R(z1, . . . ,zn) =
J

∑
j=0

R j(z1, . . . ,zn), (8)

де
R j(z1, . . . ,zn) = ∑

(k1,...,kn)∈Ω

k1m1+...+knmn= j

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · ·zkn

n

для j ∈ {0, . . . ,J}. Тодi

RP(X)(P1, . . . ,Pn) =
J

∑
j=0

R j,P(X)(P1, . . . ,Pn).

Зауважимо, що для кожного j ∈ {0, . . . ,J} полiном R j,P(X)(P1, . . . ,Pn)
є j-однорiдною компонентою полiнома RP(X)(P1, . . . ,Pn). Тому, згi-
дно iз рiвнiстю (7), взявши до уваги вiдому формулу Мартiна для
знаходження однорiдних компонент за значеннями полiнома, отри-
муємо рiвнiсть

R j,P(X)(P1, . . . ,Pn)≡ 0.

Тому, згiдно iз умовою 2), R j ≡ 0. Звiдси, враховуючи рiвнiсть (8),
R ≡ 0. Отже, множина {P1, . . . ,Pn} є алгебраїчно незалежною.
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Для кожного неперервного дiйснозначного m-однорiдного по-
лiнома P, визначеного на просторi ℓ

(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn , визначимо m-

однорiдний полiном P̂ : ℓ(C)p1 × . . .× ℓ
(C)
pn → C наступним чином. Не-

хай AP — m-лiнiйне симетричне вiдображення, асоцiйоване iз по-
лiномом P. Визначимо вiдображення AP̂ :

(
ℓ
(C)
p1 × . . .× ℓ

(C)
pn

)m
→ C

формулою

AP̂(z1, . . . ,zm) =
1

∑
j1=0

. . .
1

∑
jm=0

i j1+...+ jmA(s)
P

(
w j1(z1), . . . ,w jm(zm)

)
(9)

для z1, . . . ,zm ∈ ℓ
(C)
p1 × . . .× ℓ

(C)
pn , де оператори

w0,w1 : ℓ(C)p1 × . . .× ℓ
(C)
pn → ℓ

(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn

визначенi формулами

w0(z) =
((

Rex(1)1 , . . . ,Rex(n)1
)
,
(
Rex(1)2 , . . . ,Rex(n)2

)
, . . .
)
,

w1(z) =
((

Imx(1)1 , . . . , Imx(n)1
)
,
(
Imx(1)2 , . . . , Imx(n)2

)
, . . .
)

для кожного z =
((

x(1)1 , . . . ,x(n)1
)
,
(
x(1)2 , . . . ,x(n)2

)
, . . .
)
∈ ℓ

(C)
p1 × . . .× ℓ

(C)
pn .

Зауважимо, що оператори w1 i w2 є лiнiйними, неперервними i

∥w0∥= ∥w1∥= 1. (10)

Можна перевiрити, що AP̂ є m-лiнiйним симетричним вiдображе-
нням. Iз неперервностi вiдображень Ap,w0 i w1 випливає неперерв-
нiсть вiдображення AP̂. Згiдно iз формулою (9), враховуючи рiвнiсть
(10),

∥AP̂∥ ≤ 2m∥AP∥. (11)

Нехай P̂ — звуження вiдображення AP̂ на дiагональ. Оскiльки вiд-
ображення AP є неперервним i m-лiнiйним, то вiдображення P̂ є
неперервним m-однорiдним полiномом. Згiдно з (2), (9) i (11),

∥P̂∥ ≤ ∥AP̂∥ ≤ 2m∥AP∥ ≤
(2m)m

m!
∥P∥. (12)
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Зауважимо, що P̂1P2 = P̂1P̂2 для кожних неперервних полiномiв P1,

P2 : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn → R, якi є, вiдповiдно, m1- та m2-однорiдними,

де m1,m2 ∈ Z+.
Продовжимо оператор “̂” за лiнiйнiстю на всi неперервнi по-

лiноми на просторi ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn , поклавши

P̂ = P̂0 + P̂1 + . . .+ P̂K (13)

для кожного неперервного полiнома P : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn →R вигляду

(1).

Лема 3.2. Для кожного неперервного полiнома P : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn →

R полiном P̂ : ℓ(C)p1 × . . .× ℓ
(C)
pn → C, визначений формулою (13), є

неперервним.

Доведення. Нехай P : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn → R — довiльний неперерв-

ний полiном. Розглянемо зображення цього полiнома у виглядi (1).
Кожна m-однорiдна компонента Pm, де m ∈ {0, . . . ,K}, в цьому зо-
браженнi є неперервною, тому значення ∥Pm∥ є скiнченним. Тому,
згiдно iз рiвнiстю (13) та нерiвнiстю (12),

∥P̂∥ ≤
K

∑
m=0

∥P̂m∥ ≤
K

∑
m=0

(2m)m

m!
∥Pm∥<+∞.

Як наслiдок, полiном P̂ є неперервним.

Лема 3.3. Для кожного неперервного симетричного полiнома P :
ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn → R полiном P̂ : ℓ

(C)
p1 × . . .× ℓ

(C)
pn → C, визначений

формулою (13), є симетричним.

Доведення. Нехай P : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn →R — довiльний неперервний

симетричний полiном. Розглянемо зображення цього полiнома у ви-
глядi (1). Кожна m-однорiдна компонента Pm, де m ∈ {0, . . . ,K}, в
цьому зображеннi є симетричною. Звiдси випливає, що

APm(x1 ◦σ , . . . ,xm ◦σ) = APm(x1, . . . ,xm)
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для кожних x1, . . . ,xm ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn i для кожної бiєкцiї σ : N→

N, де APm — m-лiнiйне симетричне вiдображення, асоцiйоване iз
полiномом Pm. Тому, згiдно з рiвнiстю (9), зважаючи на рiвностi
w0(z◦σ) = w0(z) i w1(z◦σ) = w1(z),

P̂m(z◦σ) = AP̂m
(z◦σ , . . . ,z◦σ︸ ︷︷ ︸

m

)

=
1

∑
j1=0

. . .
1

∑
jm=0

i j1+...+ jmAPm

(
w j1(z◦σ), . . . ,w jm(z◦σ)

)
=

1

∑
j1=0

. . .
1

∑
jm=0

i j1+...+ jmAPm

(
w j1(z)◦σ , . . . ,w jm(z)◦σ

)
=

1

∑
j1=0

. . .
1

∑
jm=0

i j1+...+ jmAPm

(
w j1(z), . . . ,w jm(z)

)
= P̂m(z)

для всiх z ∈ ℓ
(C)
p1 × . . .× ℓ

(C)
pn i всiх бiєкцiй σ : N→ N. Отже, полiном

P̂m є симетричним для кожного m ∈ {0, . . . ,K}. Звiдси, зважаючи на
рiвнiсть (13), випливає, що полiном P̂ є симетричним.

Твердження 3.1. Нехай Γ — довiльна iндексна множина. Нехай для
кожного γ ∈ Γ визначено деякий неперервний mγ -однорiдний полi-

ном Pγ : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn → R, де mγ ∈ N. Припустимо, що множина

полiномiв
{

P̂γ : γ ∈ Γ
}
є алгебраїчно незалежною. Тодi множина

полiномiв
{

Pγ : γ ∈ Γ
}
теж є алгебраїчно незалежною.

Доведення. Нехай {γ1, . . . ,γn} — довiльна скiнченна пiдмножина iн-
дексної множини Γ. Покажемо, що множина полiномiв {Pγ1, . . . ,Pγn}
є алгебраїчно незалежною. Доведемо, що ця множина задовольняє
умови леми 3.1. Нехай полiном Q : Rn → R вигляду

Q(z1, . . . ,zn) = ∑
(k1,...,kn)∈Zn

+
k1mγ1+...+knmγn=l

α(k1,...,kn)z
k1
1 · · ·zkn

n ,
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де l — деяке фiксоване цiле невiд’ємне число i α(k1,...,kn) ∈ R, такий,
що R ≡ 0, де

R = Q
P
(
ℓ
(R)
p1 ×...×ℓ

(R)
pn

)(Pγ1, . . . ,Pγn).

Покажемо, що Q ≡ 0. Зауважимо, що R є неперервним l-однорiдним
полiномом на просторi ℓ(R)p1 × . . .× ℓ

(R)
pn i

R̂ = Q
P
(
ℓ
(C)
p1 ×...×ℓ

(C)
pn

)(P̂γ1, . . . , P̂γn

)
. (14)

Згiдно з нерiвнiстю (12)

∥R̂∥ ≤ (2l)l

l!
∥R∥.

Тому, враховуючи, що R ≡ 0, отримуємо, що R̂ ≡ 0. Як наслiдок,
зважаючи на рiвнiсть (14) та на алгебраїчну незалежнiсть множи-
ни {P̂γ1, . . . , P̂γn}, отримуємо, що Q ≡ 0. Таким чином, для множини
{Pγ1 , . . . ,Pγn} задовольняються умови леми 3.1. Тому ця множина є
алгебраїчно незалежною.

Отже, кожна скiнченна пiдмножина множини
{

Pγ : γ ∈ Γ
}
є ал-

гебраїчно незалежною. Тому ця множина є алгебраїчно незалежною.
Твердження доведено.

Дослiдимо властивостi множини{
H(R)

p,k : k ∈ Zn
+ такий, що k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1

}
, (15)

де полiноми H(R)
p,k визначено формулою (5). Зауважимо, що

Ĥ(R)
p,k = H(C)

p,k (16)

для кожного k ∈ Zn
+ такого, що k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1.

Наслiдок 3.1. Множина полiномiв (15) є алгебраїчно незалежною.
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Доведення. Згiдно iз теоремою 2.1, множина полiномiв (6) є алге-
браїчним базисом алгебри всiх симетричних неперервних компле-
кснозначних полiномiв на просторi ℓ(C)p1 × . . .× ℓ

(C)
pn . Тому, зокрема,

множина (6) є алгебраїчно незалежною. Як наслiдок, зважаючи на
рiвнiсть (16), згiдно iз твердженням 3.1, множина полiномiв (15) є
алгебраїчно незалежною.

Твердження 3.2. Кожен неперервний симетричний m-однорiдний
полiном P, який дiє з ℓ(R)p1 × . . .× ℓ

(R)
pn в R, є алгебраїчною комбiнацi-

єю елементiв множини (15).

Доведення. Згiдно iз лемами 3.2 та 3.3, m-однорiдний полiном P̂
є неперервним i симетричним. Отже, полiном P̂ належить до ал-
гебри всiх симетричних неперервних комплекснозначних полiномiв
на просторi ℓ(C)p1 × . . .× ℓ

(C)
pn . Тому, як наслiдок iз теореми 2.1, по-

лiном P̂ можна подати у виглядi алгебраїчної комбiнацiї елементiв
множини (6), тобто у виглядi

P̂(z) = ∑
l:Γm→Z+
κ(l)=m

αl ∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H(C)

p,k (z)
)l(k)

(17)

для кожного z ∈ ℓ
(C)
p1 × . . .× ℓ

(C)
pn , де αl ∈ C,

Γm =
{

k ∈ Zn
+ : k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1 та |k| ≤ m

}
i κ(l) = ∑k∈Γm |k|l(k).

Оскiльки полiноми P i H(R)
p,k є звуженнями, вiдповiдно, полiно-

мiв P̂ i H(C)
p,k на простiр ℓ(R)p1 × . . .× ℓ

(R)
pn , то iз рiвностi (17) отримуємо

рiвнiсть

P(x) = ∑
l:Γm→Z+
κ(l)=m

αl ∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H(R)

p,k (x)
)l(k)

(18)

для кожного x ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn .
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Покажемо, що усi коефiцiєнти αl є дiйсними числами. Оскiль-
ки усi значення полiнома P є дiйсними числами, то

P(x)−P(x) = 0 (19)

для кожного x ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn . Iз рiвностi (18) випливає, що

P(x)−P(x) = 2i ∑
l:Γm→Z+
κ(l)=m

Imαl ∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H(R)

p,k (x)
)l(k)

(20)

для кожного x ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn . Iз рiвностей (19) та (20) випливає

рiвнiсть

0 = ∑
l:Γm→Z+
κ(l)=m

Imαl ∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H(R)

p,k (x)
)l(k)

(21)

для кожного x∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn . Таким чином, отримали зображення

нуля у виглядi алгебраїчної комбiнацiї з дiйсними коефiцiєнтами
елементiв множини (15). Згiдно iз наслiдком 3.1, множина (15) є
алгебраїчно незалежною. Тому iз отриманого зображення випливає,
що усi коефiцiєнти Imαl дорiвнюють нулю. Тому усi коефiцiєнти αl
є дiйсними числами.

Таким чином, зображення (18) є зображенням полiнома P у
виглядi алгебраїчної комбiнацiї з дiйсними коефiцiєнтами елементiв
множини (15). Твердження доведено.

Наслiдок 3.2. Кожен неперервний симетричний полiном P, який дiє
з ℓ(R)p1 × . . .× ℓ

(R)
pn в R, є алгебраїчною комбiнацiєю елементiв множи-

ни (15).

Доведення. Нехай P : ℓ(R)p1 × . . .× ℓ
(R)
pn → R — неперервний симетри-

чний полiном вигляду (1). Згiдно iз твердженням 3.2, кожна однорi-
дна компонента полiнома P є алгебраїчною комбiнацiєю елементiв
множини (15). Сума таких алгебраїчних комбiнацiй є алгебраїчною
комбiнацiєю, яка дорiвнює полiному P. Наслiдок доведено.
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Теорема 3.1. Множина полiномiв (15) є алгебраїчним базисом ал-
гебри всiх симетричних неперервних дiйснозначних полiномiв на
просторi ℓ(R)p1 × . . .× ℓ

(R)
pn .

Доведення. Згiдно iз наслiдком 3.1, множина (15) є алгебраїчно не-
залежною. Згiдно iз наслiдком 3.2, множина (15) є системою твiр-
них елементiв алгебри всiх симетричних неперервних дiйснозна-
чних полiномiв на просторi ℓ(R)p1 × . . .× ℓ

(R)
pn . Тому множина (15) є

алгебраїчним базисом цiєї алгебри.
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Let ℓ(R)p be the real Banach space of all absolutely summable in

the power p ∈ [1,+∞) sequences of real numbers. For n ∈N, let ℓ(R)p1 ×
. . .× ℓ

(R)
pn be the Cartesian product of Banach spaces ℓ

(R)
p1 , . . . , ℓ

(R)
pn ,

where p1, . . . , pn ∈ [1,+∞). We consider the space ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn as

the space of all sequences x = (x1,x2, . . .) of n-dimensional vectors

x j =
(
x(1)j , . . . ,x(n)j

)
, where j ∈N, such that the sequence

(
x(s)1 ,x(s)2 , . . .

)
belongs to the space ℓ

(R)
ps for every s ∈ {1, . . . ,n}. A function f defined

on the space ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn is called symmetric if

f
((

xσ(1),xσ(2), . . .
))

= f ((x1,x2, . . .))

for every (x1,x2, . . .) ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn and for every bijection σ : N→

N. We show that the set{
H(R)

p,k : k ∈ Zn
+ such that k1/p1 + . . .+ kn/pn ≥ 1

}
is an algebraic basis of the algebra of all symmetric continuous real-

valued polynomials on the space ℓ
(R)
p1 × . . .×ℓ

(R)
pn , where H(R)

p,k is defined
by

H(R)
p,k (x) =

∞

∑
j=1

n

∏
s=1
ks>0

(
x(s)j

)ks

for x = (x1,x2, . . .) ∈ ℓ
(R)
p1 × . . .× ℓ

(R)
pn .

Key words: polynomial, symmetric function, algebraic basis, Ba-
nach space.
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