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У статтi дослiджуються диференцiальнi iгри переслiдування
в умовах, коли рух переслiдувача i втiкача пiддається впливу зовнi-
шнiх малих збурень. Такого типу задачi, але без врахування збурень,
розглядались в роботах А.О. Чикрiя. У данiй працi розглянуто зада-
чу у випадку, коли матриця керування повiльно змiнюється з часом i
залежить вiд багаточастотних збурень. Обґрунтовано метод усе-
реднення у випадку повiльно змiнних частот та побудовано оцiнки
вiдхилення мiж розв’язками точної та усередненої систем за одна-
кових початкових умов на скiнченному часовому iнтервалi. Наведе-
но приклад модифiкованої диференцiальної гри «Хлопчик-крокодил»
iз накладеними збуреннями. Знайдено час завершення переслiдуван-
ня для усередненої моделi. Проведено аналiз впливу рiзних за силою
збурень на час завершення гри. Одержанi результати можуть бу-
ти застосованi в задачах керування, де важливо враховувати вплив
багаточастотних зовнiшнiх факторiв на поведiнку учасникiв дина-
мiчних процесiв.

Ключовi слова: диференцiальна гра переслiдування, багаточа-
стотне збурення, метод усереднення, осциляцiйний iнтеграл, резо-
нанс, керування, малий параметр, визначник Вронського.

1. Вступ
Першi працi з диференцiальних iгор з’явилися у XX столiттi в кон-
текстi дослiдження задач переслiдування двох або бiльше об’єктiв
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на площинi. У працях американського вченого Р. Айзекса [1] ви-
свiтлено розвиток математичної теорiї управлiння та становлення
теорiї диференцiальних iгор, якi сприяли дослiдженню у сферi ке-
рування процесами, що дiють в умовах конфлiкту та невизначеностi.

Українськi науковцi також зробили вагомий внесок у розви-
ток теорiї диференцiальних iгор. У працях Б.М. Пшеничного [2]
висвiтленi диференцiальнi iгри, якi описуються звичайними дифе-
ренцiальними рiвняннями. У роботах А.О. Чикрiя, зокрема в мо-
нографiї [3] та в багатьох iнших його публiкацiях, розроблено та
застосовано метод розв’язувальних функцiй для аналiзу широко-
го класу iгрових задач. Цей метод охоплює стацiонарнi та неста-
цiонарнi конфлiктно-керованi процеси, якi описуються звичайними,
диференцiально-рiзницевими, стохастичними рiвняннями та рiвня-
ннями з частинними похiдними [4, 5, 6].

Диференцiальнi iгри описують процес переслiдування двох або
бiльше об’єктiв, якi подiляються на двi групи: переслiдувачi та втi-
качi. Двi групи гравцiв є ворожими та прагнуть досягти рiзних цi-
лей. Метою переслiдувачiв є наздогнати втiкачiв або наблизитися на
вiдстань достатню для їх ураження. У свою чергу, мета втiкачiв —
уникнути зустрiчi з переслiдувачами або принаймнi вiдтягнути мо-
мент зустрiчi. Кожен гравець володiє певною iнформацiєю про сво-
їх суперникiв. Проаналiзувавши її, вони приймають рiшення щодо
своєї стратегiї.

Прикладом подiбної задачi в реальних умовах є полiт двох ви-
нищувачiв, один з яких виконує функцiю перехоплювача. Кожен пi-
лот керує своїм лiтаком за допомогою вiдповiдних систем. Пiлоти
мають певну iнформацiю про суперника, це може бути вiдстань,
напрямок, швидкiсть його руху та iнше. Метою перехоплювача є
знищення ворожого лiтака, що передбачає наближення на достатню
вiдстань для запуску ракети з метою його ураження.

Проте в процесi переслiдування як на переслiдувачiв, так i на
втiкачiв можуть впливати певнi збурення, спричиненi метеорологi-
чними умовами, вiйськовими дiями або iншими зовнiшнiми факто-
рами, якi не залежать вiд учасникiв. У багатьох подiбних задачах
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збурення мають багаточастотний характер, а в процесi еволюцiї мо-
же виникати резонанс частот, умова якого

(k,ω) := k1ω1 + . . .+ kmωm = 0,

де ωi – частоти, ki ∈ Z,∥k∥= |k1|+ . . .+ |km| ̸= 0,m ≥ 2.
Через збурення динамiка гри може змiнюватися, що впливає на

стратегiї обох груп гравцiв. Така ситуацiя вимагає вiд гравцiв ада-
птацiї до нових умов i корекцiї своїх дiй, щоб мiнiмiзувати негативнi
наслiдки та досягти поставлених цiлей. У данiй працi за допомогою
методу усереднення [7] дослiджується вплив багаточастотних збу-
рень на конфлiктно-керований процес. Зазначимо, що подiбнi задачi,
ранiше не розглядалися у вищезгаданих працях.

2. Постановка задачi
Нехай керування переслiдувача описується рiвнянням

ẋ = A1x+ϕ1(u), (1)

де x – фазовий вектор, який складається з геометричних координат,
швидкостей i прискорень переслiдувача, x ∈ Rn1 , n1 ≤ 9, A1 – ква-
дратна матриця порядку n1, ϕ1(u) – функцiя керування, u – параметр
керування переслiдувача, u ∈U , U – область керування.

Аналогiчно, керування втiкача описується рiвнянням

ẏ = A2y+ϕ2(v), (2)

де y – фазовий вектор втiкача, y ∈ Rn2 , n2 ≤ 9, A2 – квадратна ма-
триця порядку n2, ϕ2(v) – функцiя керування втiкача, v – параметр
керування втiкача вiдповiдно, v ∈V , V – область керування. Областi
U та V – непорожнi компакти в U ⊂ Rn3 та V ⊂ Rn4 вiдповiдно, Rn3

i Rn4 – обмеженi областi, у загальному випадку n3 ̸= n4.
Запишемо рiвняння (1), (2) у виглядi одного рiвняння

ż = Az+ϕ(u,v), (3)
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де z = (x,y)T – фазовий вектор, A =

(
A1 0
0 A2

)
– блочна матриця

порядку n = n1 +n2, ϕ(u,v) = (ϕ1(u),ϕ2(v))T – блок керування.
У задачах переслiдування термiнальна множина – це множина

станiв, де переслiдувач досягає власної цiлi. Тобто, це множина та-
ких точок, в яких переслiдувач або «пiймав» втiкача, або досягнув
бажаного вiдносного положення. Зазвичай, має форму цилiндра у
просторi Rn та задається як

M∗ = M0 + εS, (4)

де M0 – власний лiнiйний пiдпростiр в Rn, S – одинична сфера з
ортогонального доповнення до M0 в просторi Rn, параметр ε ≥ 0
визначає радiус цiєї сфери.

Кожен iз гравцiв обирає свої стратегiї керування та безпосере-
дньо впливає на хiд процесу (3), з метою досягнення власних цiлей.
Мета переслiдувача полягає в тому, щоб за мiнiмальний час вивести
траєкторiю процесу на задану замкнену термiнальну множину (4).
Мета втiкача — уникнути перетину траєкторiї процесу з цiєю мно-
жиною на всьому напiвнескiнченному iнтервалi часу, або, якщо це
неможливо, то максимально вiдтермiнувати цей момент.

Такi системи рiвнянь лежать в основi багатьох практичних ме-
тодiв переслiдування, таких як паралельне переслiдування, погонна
крива та переслiдування з випередженням.

Подiбна модель диференцiальної гри, коли на рух переслiдува-
ча i втiкача накладенi зовнiшнi малi збурення, була розглянута в [8],
де рiвняння (3) має такий вигляд

dz
dt

= A(τ)z+ϕ(u,v)+µZ(τ,a,ψ).

У цiй роботi ми розглядаємо випадок, коли матриця A повiль-
но змiнюється з часом i на неї впливають багаточастотнi збурення,
тобто замiсть матрицi A у системi рiвнянь (3) розглядається матриця
µA(τ,a,ψ), де µ - малий параметр, µ ∈ (0,µ0], змiнна τ = µt у за-
дачах нелiнiйної механiки [9, с. 12] називається «повiльним часом»
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i змiнюється на вiдрiзку [0,L], коли t ∈ [0,Lµ−1]. У такому випадку
система рiвнянь диференцiальної гри набуває вигляду

dz
dt

= µA(τ,a,ψ)z+ϕ(u,v), (5)

da
dτ

= X(τ,a,ψ), (6)

dψ

dτ
=

ω(τ)

µ
+Y (τ,a,ψ), (7)

де a i ψ - вiдповiдно амплiтуднi (повiльнi) i фазовi (швидкi) змiннi,
a ∈ D, D – обмежена область в Rp, p ≥ 1,ψ ∈ Rm,m ≥ 2, вектор-
функцiї X ,Y та матрична функцiя A – 2π-перiодичнi за компонента-
ми вектора ψ .

Якщо m = 1, то система рiвнянь (6), (7) називається одночасто-
тною, а при m > 1 — багаточастотною. У випадку багаточастотної
системи дослiдження та побудова її розв’язку значно ускладнюю-
ться через можливiсть виникнення резонансу частот. Для отримання
ефективної оцiнки похибки методу усереднення для амплiтудних i
фазових змiнних, порядок якої O(µα), де 0<α ≤m−1, накладаються
умови на вектор частот ω(τ) для виходу iз малого околу резонансу.
Дослiдження багаточастотних систем методом усереднення на скiн-
ченних i нескiнченних часових iнтервалах iз заданими початковими,
багатоточковими або iнтегральними умовами детально розглянуто в
монографiї А.М. Самойленка та Р.М. Петришина [7].

Для спрощення системи рiвнянь (5), (6), (7) побудуємо усере-
днену за швидкими змiнними ψv,v = 1,m, задачу. Одержимо значно
простiшу задачу вигляду

dz̄
dt

= µA0(τ, ā)z̄+ϕ(u,v), (8)

dā
dτ

= X0(τ, ā), (9)
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dψ̄

dτ
=

ω(τ)

µ
+Y0(τ, ā), (10)

де z̄(0) = z0, ā(0) = a0, ψ̄(0) = ψ0.
Нехай вектор-функцiя A0(τ,a) - середнє значення вектор-функ-

цiї A(τ,a,ψ) на кубi перiодiв. Тодi вона набуває вигляду

A0(τ, ā) =
1

(2π)m

∫ 2π

0
· · ·

∫ 2π

0
A(τ,a,ψ)dψ1 . . .dψm.

Аналогiчний вигляд мають вектор-функцiї X0 та Y0.
Знаходження розв’язку задачi Кошi для рiвняння (9) не зале-

жить вiд фазових змiнних. За знайденим розв’язком ā(τ) = ā(τ;a0),
ā(0,a0) = a0, знаходження розв’язку ψ̄(τ,a0,ψ0,µ) зводиться до за-
дачi iнтегрування

ψ̄(τ,a0,ψ0,µ) = ψ0 +
∫

τ

0

(
ω(s)

µ
+Y0(s, ā(s,a0))

)
ds.

Також значно спрощується рiвняння (5), тому що вектор-функ-
цiя A0 не залежить вiд вектора швидких змiнних ψ .

Обґрунтуємо метод усереднення для системи рiвнянь (5), (8) у
випадку повiльно змiнних частот ωv(τ). Для цього доведемо iсну-
вання та єдинiсть розв’язку початкової задачi, а також побудуємо
оцiнку для розв’язкiв точної та усередненої системи на довiльно-
му скiнченному часовому iнтервалi t ∈ [0,L], за умови що початковi
умови збiгаються.

3. Обґрунтування методу усереднення
У монографiї [7] для τ ∈ [0,L] обґрунтовано метод усереднення для
системи рiвнянь (6), (7), а саме, для достатньо гладких вектор-функ-
цiй X ,Y i ω за всiма змiнними, det W (τ) ̸= 0, τ ∈ [0,L], де W (τ) -
визначник Вронського за системою функцiй {ω1(τ), ...,ωm(τ)}, та
iснування розв’язку усередненої задачi ā = ā(τ, ȳ), ā(0, ȳ) = ȳ, який
лежить в областi D разом iз деяким ρ - околом. Тодi для досить
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малого µ0 > 0 iснує єдиний розв’язок системи рiвнянь (6), (7) i ви-
конується оцiнка

∥a(τ, ȳ, ξ̄ ,µ)− ā(τ, ȳ)∥+∥ψ(τ, ȳ, ξ̄ ,µ)− ψ̄(τ, ȳ, ξ̄ ,µ)∥ ≤ c1µ
1
m , (11)

для всiх 0≤τ≤L i 0<µ≤µ0, c1>0 i не залежить вiд µ , a(0, ȳ, ξ̄ ,µ)=
ȳ, ψ(0, ȳ, ξ̄ ,µ) = ξ̄ .

Застосуємо методику, запропоновану в [7], для обґрунтування
методу усереднення рiвняння (5).

Для оцiнки вiдхилення розв’язку застосуємо iнтегральну нерiв-
нiсть Белмана [10, с. 11], яку наведемо у виглядi теореми.

Теорема 3.1. Нехай u i f — неперервнi та невiд’ємнi функцiї, визна-
ченi на вiдрiзку J = [α,β ], а c — невiд’ємна стала. Якщо для всiх
t ∈ J виконується нерiвнiсть

u(t)≤ c+
∫ t

α

f (s)u(s)ds,

тодi правильна оцiнка

u(t)≤ cexp
(∫ t

α

f (s)ds
)
, t ∈ J.

Введемо позначення: G := [0,τ]×D×Rm — декартiв добуток,
F :=(X ,Y,A), Cl

ψ(Ḡ,σ) – простiр функцiй, рiвномiрно обмежених в
областi Ḡ разом iз похiдними за змiнною ψ , сталою σ > 0, разом
iз похiдними до порядку ℓ. Аналогiчне позначення для Cℓ

τ,a(Ḡ,σ) –
простiр функцiй, неперервно диференцiйовних за змiнними τ i a до
порядку ℓ, обмежених сталою σ .

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови:

(1) вектор-функцiї F – 2π - перiодичнi за компонентами вектора
ψ , F ∈Cℓ−1

τ,a (Ḡ,σ),(δF
δτ

, δF
δa ) ∈Cℓ

ψ(Ḡ,σ), l ≥ m;
(2) вектор частот ω ∈Cm[0,L] i визначник Вронського за систе-

мою функцiй {ω1(τ), ...,ωm(τ)} вiдмiнний вiд нуля на [0,L];
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(3) функцiя ϕ неперервна на компактi U ×V ;
(4) iснує єдиний розв’язок z̄(τ) = z̄(τ,a0,ψ0,µ), який для (τ,µ) ∈

[0,L]× (0,µ0] лежить в областi D разом iз деяким ρ - околом;
(5) iснує таке число σ1 > 0, що виконується оцiнка

∑
k ̸=0

∥k∥ max
s∈[0,L]

∥Ak(s, ā(s))∥ ≤ σ1.

Тодi для досить малого µ∗ ∈ (0,µ0] iснує єдиний розв’язок си-
стеми рiвнянь (8)-(10) iз початковими умовами (a0,ψ0,z0) i викону-
ється оцiнка

∥z(τ,a0,ψ0,z0,µ)− z̄(τ,a0,z0,µ)∥ ≤ c6µ
1
m ,

для всiх (τ,µ) ∈ [0,L]× (0,µ∗], де c6 > 0 i не залежить вiд µ .

Доведення. Нехай z(t) = z(t,z0,a0,ψ0,µ), z̄(t) = z̄(t,z0,a0,ψ0,µ). Iз
неперервностi правих частин системи рiвнянь (5)-(7) випливає iсну-
вання розв’язку на деякому iнтервалi (0, t1), де t1 ≤ L

µ
. Для t ∈ (0, t1)

маємо

z(t)− z̄(t) = µ

∫ t

0
(A(µs,a(µs),ψ(µs))z(s)−A0(µs, ā(µs))z̄(s))ds.

Перейдемо до «повiльного часу» τ = µt. Тодi

z(τ)− z̄(τ) =
∫

τ

0
(A(s,a,ψ)z−A0(s, ā)z̄)ds =

∫
τ

0
(A(s,a,ψ)(z− z̄))ds+

+
∫

τ

0
((A(s,a,ψ)−A(s, ā,ψ))z̄)ds+

∫
τ

0
((A(s, ā,ψ)−A(s, ā, ψ̄))z̄)ds+

+
∫

τ

0
((A(s, ā, ψ̄)−A0(s, ā))z̄)ds = S1 +S2 +S3 +S4.

Оскiльки вектор-функцiя A(s, ā, ψ̄) перiодична з перiодом 2π за
компонентами вектора ψ , то запишемо її у виглядi ряду Фур’є

A(s, ā, ψ̄) = A0(s, ā)+ ∑
k ̸=0

∫
τ

0
Ak(s, ā)exp(i,(k,ψ))ds.
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Тодi доданок S4 можна записати у виглядi

S4 =
∫

τ

0
((A(s, ā, ψ̄)−A0(s, ā))z̄)ds =

∫
τ

0
((A0(s, ā)−A0(s, ā))z̄)ds+

+ ∑
k ̸=0

∫
τ

0
Ak(s, ā)exp(i,(k,ψ))z̄ds = ∑

k ̸=0

∫
τ

0
Ak(s, ā)exp(i,(k,ψ))z̄ds.

Знайдемо оцiнки норми кожного iз доданкiв Sv,v= 1,4. З умови
(1) вiдомо, що ∥A(τ,a,ψ)∥ ≤ σ . Використаємо цю умову для оцiнки
доданку S1

∥S1∥ ≤
∫

τ

0
∥(A(s,a,ψ)∥ · ∥z− z̄∥ds ≤ σ

∫
τ

0
∥z− z̄∥ds,

Перейдемо до оцiнки доданку S2. З умови (4) вiдомо, що фун-
кцiя z̄(τ) є обмеженою. Тодi нехай iснує стала σ2 > 0 така, що
∥z(τ)∥ ≤ σ2. Враховуючи це та нерiвнiсть (11), отримаємо

∥S2∥ ≤
∫

τ

0
((A(s,a,ψ)−A(s, ā,ψ))z̄)ds ≤ σ2

∫
τ

0
∥a− ā∥ds ≤

⩽ σ2c1µ
1
m L ≤ c2µ

1
m ,

де c2 = σ2c1L.
Розглянемо доданок S3 i побудуємо оцiнку

∥S3∥ ≤
∫

τ

0
((A(s, ā,ψ)−A(s, ā, ψ̄))z̄)ds ≤ σ2

∫
τ

0
∥A(s, ā,ψ)−A(s, ā, ψ̄)∥ds.

Виконавши перетворення пiдiнтегральної функцiї, одержимо∫
τ

0
∥A(s, ā,ψ)−A(s, ā, ψ̄)∥ds =

∫
τ

0
∑
k ̸=0

∥Ak(s, ā)expi(k,ψ)−Ak(s, ā)×

× expi(k,ψ̄) ∥ds =
∫

τ

0
∑
k ̸=0

∥Ak(s, ā)(expi(k,ψ)−expi(k,ψ̄))∥ds =

=
∫

τ

0
∑
k ̸=0

∥Ak(s, ā)∥
√

2∥k∥ · ∥ψ − ψ̄∥ds.
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З умови (5), а також враховуючи нерiвнiсть (11), маємо

∥S3∥ ≤
√

2c1µ
1
m

∫
τ

0
∑
k ̸=0

(∥Ak(s, ā)∥∥k∥)ds ≤
√

2c1µ
1
m σ1L ≤ c3µ

1
m ,

де c3 =
√

2c1σ1L.
На пiдставi вiдповiдного iнтегрального розв’язку для рiвняння

(10) у виглядi

ψ̄(τ,a0,ψ0,µ) = ψ0 +
∫

τ

0

(
ω(s)

µ
+Y0(s, ā(s,a0))

)
ds,

для S4 одержимо

S4 = ∑
k ̸=0

∫
τ

0
(Ak(s, ā)exp(i,(k, ψ̄))z̄)ds = ∑

k ̸=0

∫
τ

0
(Ak(s, ā)×

× exp(i,(k,ψ0 +
∫ s

0

ω(z)
µ

dz+
∫ s

0
(k,Y0(s, ā))dz))∥z∥)ds.

Тодi оцiнка для S4 набуває вигляду

∥S4∥ ≤ ∑
k ̸=0

∥∥∥∥∫ τ

0
fk(s,µ)exp

(
i
µ

∫ s

0
(k,ω(z))dz

)
ds
∥∥∥∥ ,

де

fk(s,µ) = Ak(s, ā)exp(i,(k,ψ0))exp
(

i,
∫ s

0
(k,Y0(s, ā)dz

)
≡ Ak(s, ā)exp(i,ξ ).

Для оцiнки S4 розглянемо осциляцiйний iнтеграл

Ik(τ,µ) =
∫

τ

0
f (y)exp

(
i
µ

∫ y

0
(k,ω(z))dz

)
dy.

Ця оцiнка набуває вигляду [7, с. 21]

∥Ik(τ,µ)∥ ≤ σ µ
1
m

((
1+

1
∥k∥

)
max
[0,L]

∥ f (τ)∥+ 1
∥k∥

max
[0,L]

∥∥∥∥ f (τ)
dτ

∥∥∥∥) (12)
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i справджується для всiх (τ,µ) ∈ [0,L]× [0,µ1],0 < µ1 ≤ µ0, σ̄ > 0 та
не залежить вiд µ i k.

Оцiнимо норми fk i
d fk
ds . Для fk маємо ∥ fk(s,µ)∥ ≤ ∥Ak(s, ā)∥.

Далi знаходимо

d fk

ds
=

(
∂Ak(s, ā)

∂ s
+

∂Ak(s, ā)
∂ ā

X0(s, ā)
)

exp(iξ )+

+iAk(s, ā)(k,Y0(s, ā))exp(iξ ).

та вiдповiдну оцiнку∥∥∥∥d fk

ds

∥∥∥∥≤
∥∥∥∥∂Ak(s, ā)

∂ s

∥∥∥∥+∥∥∥∥∂Ak(s, ā)
∂ ā

∥∥∥∥σ +∥k∥σ · ∥Ak(s, ā)∥,

де ∥X0(τ, ā)∥ ≤ σ , ∥Y0(τ, ā)∥ ≤ σ .
Застосувавши оцiнку (12) для k ̸= 0, одержимо

∥S4∥ ≤ c4µ
1
m ∑

k ̸=0

(
sup∥Ak(s, ā)∥+σ · ∥Ak(s, ā)∥+

+
1
∥k∥

∥∥∥∥∂Ak(s, ā)
∂ s

∥∥∥∥++
σ

∥k∥

∥∥∥∥∂Ak(s, ā)
∂ ā

∥∥∥∥).
Нехай σ3 = (1+σ), тодi

∥S4∥ ≤ c4µ
1
m ∑

k ̸=0

(
σ3(sup∥Ak(s, ā)∥)+

+
1
∥k∥

(∥∥∥∥∂Ak(s, ā)
∂ s

∥∥∥∥+σ

∥∥∥∥∂Ak(s, ā)
∂ ā

∥∥∥∥))
≤ c5µ

1
m ,

де c5 = c4σ3µ
1
m ∑k ̸=0

(
sup∥Ak(s, ā)∥+ 1

∥k∥

(∥∥∥∂Ak(s,ā)
∂ s

∥∥∥+σ

∥∥∥∂Ak(s,ā)
∂ ā

∥∥∥)).
Врахувавши оцiнки норм Sv,v = 1,4

∥z(τ,a0,ψ0,z0,µ)− z̄(τ,a0,z0,µ)∥ ≤ µ
1
m (c2 + c3 + c5)+

+σ

∫
τ

0
∥z(τ,a0,ψ0,z0,µ)− z̄(τ,a0,z0,µ)∥ds.
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На пiдставi нерiвностi Белмана (теорема 3.1), отримаємо

∥z(τ,a0,ψ0,z0,µ)−z̄(τ,a0,z0,µ)∥≤µ
1
m (c2+c3+c5)exp(σL)=c6µ

1
m , (13)

де c6 = (c2 + c3 + c5)exp(σL).
Для виконання одержаної оцiнки на вiдрiзку [0,L] виберемо па-

раметр µ = min(µ1,µ2) так, щоб c6µ
1
m ≤ ρ

2 . Тодi для µ ∈ (0,µ2)
µ2 = min(µ1,(

ρ

2c6
)m). Розв’язок системи (5) лежить в околi усере-

дненої системи z̄(τ,a0,z0,µ) для всiх (τ,µ) ∈ [0,L]× (0,µ2], i для
цих значень виконується оцiнка (14).

4. Приклад
Розглянемо приклад диференцiальної гри, коли два об’єкти мають
рiзну iнерцiйнiсть, вiдомий як «Хлопчик i крокодил» [3, с. 71–75].
Переслiдувач («крокодил») рухається повiльно на поворотах через
обмежений радiус кривизни траєкторiї, проте здатен розвивати ве-
лику швидкiсть. Втiкач може миттєво змiнювати напрямок руху, але
його швидкiсть є значно меншою. Диференцiальна гра описується
системою рiвнянь

ẍ = u, x ∈ Rs, s ≥ 2,∥u∥ ≤ ρ,ρ > 0
ẏ = v, y ∈ Rs, ∥v∥ ≤ σ ,σ > 0.

(14)

Термiнальна множина є замкненою i визначається умовою M∗ :
∥x − y∥ ≤ ε . Мета переслiдувача полягає в тому, щоб спрямувати
траєкторiю процесу до цiєї термiнальної множини. Натомiсть мета
втiкача полягає у тому, щоб уникнути потрапляння до термiнальної
множини або максимально вiдтермiнувати момент зустрiчi.

Приведемо систему (14) до системи першого порядку. Для цьо-
го виконаємо такi замiни:

z1 = x− y,
z2 = ẋ.

Тодi система (14) набуває вигляду

ż1 = z2 − v,
ż2 = u.

(15)
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Час переслiдування для системи (15) можна знайти iз рiвняння
[3, с. 171]

∥z1 + tz2∥=
ρt2

2
−σt + ε. (16)

Нехай z1 = (a1,a2),z2 = (b1,b2), тодi рiвняння (16) набуває ви-
гляду

(a1 +a2t)2 +(b1 +b2t)2 =

(
1
2

ρt2 −σt + ε

)2

.

Зведемо одержане рiвняння до вигляду

1
4

ρ
2t4 −ρσt3 +

(
ρε +σ

2 −a2
2 −b2

2
)

t2 − (2a1a2 +2b1b2 +2εσ) t+

+
(
ε

2 −a2
1 −b2

1
)
= 0.

(17)
Розглянемо модифiкацiю диференцiальної гри «Хлопчик i кро-

кодил» за наявностi малих збурень

ẍ = u+µA(τ,a,ψ), x ∈ Rs,

ẏ = v+µA(τ,a,ψ), y ∈ Rs,

де µ ∈ (0,µ0] - малий параметр.
Припустимо, що усереднена за швидкими змiнними система

диференцiальних рiвнянь набуває вигляду

ẍ = u+αµ, x ∈ Rs, ∥u+αµ∥ ≤ ρ,

ẏ = v+β µ, y ∈ Rs, ∥v+β µ∥ ≤ σ ,

а термiнальна множина залишається незмiнною M∗ : ||x− y|| ≤ ε .
Виконаємо аналогiчнi перетворення, отримаємо таке рiвняння

для знаходження часу переслiдування задачi зi збуреннями

1
4
(ρ +αµ)2t4 − (ρ +αµ)(σ +β µ)t3 +((ρ +αµ)ε +(σ +β µ)2−

−(a2
2+b2

2))t
2+(−2(σ+β µ)ε −(2a1a2+2b1b2))t +(ε2−a2

1−b2
1)=0. (18)
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Розглянемо рiвняння для знаходження часу завершення пере-
слiдування задачi без збурень (17) i вiдповiдне рiвняння для задачi
iз наявнiстю малих збурень (18), та проаналiзуємо їхнi розв’язки.
Очевидно, що для значення малого параметру µ = 0, рiвняння (18)
є тотожним рiвнянню (17). Для подальшого аналiзу задамо такi чи-
словi коефiцiєнти. Нехай

a1 = 4,a2 = 10,b1 = 1,b2 = 0,ρ = 3,σ = 1,ε = 2.

Тодi рiвняння (17) набуває такого вигляду

2.25t4 −3t3 −93t2 −84t −13 = 0. (19)

Для дослiдження впливу збурень на хiд гри, потрiбно аналiзувати
найменший iз додатнiх коренiв кожного iз рiвнянь. Для рiвняння
(19) найменший додатнiй корiнь t0 ≈ 7.51.

Щоб знайти розв’язок вiдповiдного рiвняння для системи зi
збуреннями (18) потрiбно додатково задати значення ще для трьох
коефiцiєнтiв. Розглянемо такi випадки:

(1) нехай µ = 0.1, а коефiцiєнти впливу збурень на переслiдувача i
втiкача рiвнi α = 0.2,β = 0.2, тодi рiвняння (18) матиме вигляд

2.2801t4 −3.0852t3 −92.9196t2 −84.08t −13 = 0.

Найменший додатний корiнь цього рiвняння t1 ≈ 7.48. Оскiль-
ки t1 < t0, то можна дiйти очевидного висновку, що наявнiсть
мiнiмальних збурень iз однаковим впливом на обох гравцiв
скорочує час захоплення втiкача;

(2) нехай µ = 0.1, а коефiцiєнт впливу збурень на втiкача значно
бiльший, за вiдповiдний коефiцiєнт для переслiдувача, тобто
α = 0.1,β = 0.6, а рiвняння (18) матиме вигляд

2.260025t4 −3.1884t3 −92.8564t2 −84.24t −13 = 0.

Найменший додатний корiнь цього рiвняння t2 ≈ 7.53, тодi t2 >
t0. З цього результату можна зробити висновок, що за таких
умов збурення дають певну перевагу втiкачу;

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2025. – № 20(76)



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 79

(3) нехай µ = 0.1, а коефiцiєнт впливу збурення на переслiдува-
ча є вiд’ємним α = −0.2,β = 0.2, тодi рiвняння (18) матиме
вигляд

2.2201t4 −3.0384t3 −92.9996t2 −84.08t −13 = 0.

Найменший додатний корiнь цього рiвняння t3 ≈ 7.57;
(4) нехай µ = 0.1,α = 0.2,β = −0.2, тодi рiвняння (18) матиме

вигляд

2.2801t4 −2.9596t3 −92.9996t2 −76.08t −13 = 0.

Найменший додатний корiнь цього рiвняння t4 ≈ 7.42. Аналi-
зуючи розв’язки t4, t3 та t0, можна зробити висновок, що наяв-
нiсть збурення можуть не тiльки надавати перевагу гравцевi, а
i створювати перешкоди або ускладнювати ситуацiю для грав-
ця, якi неодмiнно вплинуть на час завершення гри.

Аналiз наведених сценарiїв показує, що збурення можуть мати
рiзний вплив залежно вiд їх iнтенсивностi та спрямованостi:

(1) за однакового впливу збурень на переслiдувача та втiкача час
захоплення зменшується (t1 < t0);

(2) у разi бiльшого впливу збурень на втiкача час захоплення збiль-
шується, надаючи йому перевагу (t2 > t0);

(3) негативний вплив збурень на переслiдувача подовжує час гри
(t3 > t0);

(4) негативний вплив збурень на втiкача, скорочують час захопле-
ння (t4 < t0).

5. Висновки
Збурення мають значний вплив на результат гри. Вони можуть при-
скорювати або уповiльнювати хiд подiй залежно вiд сили дiї на грав-
цiв. Це вказує на важливiсть детального аналiзу збурень для перед-
бачення результатiв гри. Розумiння цих процесiв дозволяє адаптува-
ти моделi до реальних умов i покращити точнiсть прогнозування.
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The article investigates differential pursuit games in conditions
where the movement of the pursuer and the escaper is affected by
external small disturbances. Similar problems but without taking into
account perturbations were considered in the works of A.O. Chikrii.
In this article the problem is considered in the case where the control
matrix changes slowly over time and is affected by multi-frequency
disturbances. The averaging method is justified in the case of slowly
changing frequencies. Estimates of the deviation were constructed be-
tween the solutions of the exact and averaged systems under the same
initial conditions on a finite time interval. An example of a modified
differential game ”Crocodile and Boy” with imposed disturbances is
given. The pursuit completion time for the averaged model is found.
The influence of disturbances with different strength on the game com-
pletion time is analyzed. The obtained results can be applied in various
control problems, where it is important to take into account the influ-
ence of external factors on the behavior of participants in dynamic
processes.

Key words: differential pursuit game, multi-frequency perturba-
tion, disturbance, averaging method, oscillatory integral, resonance,
control, small parameter, Wronskian determinant.
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