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Отримано необхідну умову існування розв'язків слабко нелінійних 
вироджених крайових задач для систем диференціальних рівнянь з імпу-
льсною дією. 
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1. Постановка задачі та допоміжні результати. 
Розглядається слабко нелінійна крайова задача для диференціаль-

них рівнянь з імпульсною дією 

( ) ( ) [ ]batttxZtfxtA
dt
dxtB ii ;,,,,,)()( ∈≠++= ττεε ,               (1) 

( ) ( )( ) ,...,,1,,,00 pixJxSxE iiiiiti
i

=−+=−−Δ
=

εετεγτ
τ

          (2) 

( )( )εεεγ ,,⋅+= xJxl .                                        (3) 
Рівняння (1) – це диференціальне рівняння, в якому де )(),( tBtA  – 
)( nn × -вимірні матриці, компоненти яких є дійсними, достатню 

кількість раз неперервно диференційованими на [ ]ba;  функціями: 
[ ] { }( )Ii

q baCtBtA τ\;)(),( 23 −∈  (значення величини q  визначається згідно 
теореми 2.1 [1]); [ ]battB ;0)(det ∈∀= ; ( )tf  – n -вимірний вектор-
стовпець з простору [ ] { }( )Ii

q baCtf τ\;)( 1−∈ ; ),,( εtxZ  – нелінійна по x  
n -вимірна вектор-функція, неперервно диференційовна по x  в околі 
породжуючої крайової задачі, яку отримуємо з (1)–(3) розв’язку 
при 0=ε , неперервна або кусково-неперервна по t  з розривами 
першого роду при it τ= , неперервна по [ ]0,0 εε C∈ . 

Рівняння (2) даної системи дає умову стрибка розв’язку: – 
( ) ( )00: −−+=Δ

= iit
xxx

i
ττ

τ
 при it τ= ; EEi =:  – )( nmi × -вимірні 

одиничні матриці; ( ) ( ) ...,,0...,,1,0...,,0:...,,0...,,0,1:1 == iEE ,...,,1 pi =  
np ≤ , ( ) ( )( )00: −−+=Δ

= iiiti xxExE
i

ττ
τ

; iS  – )( nmi × -вимірні матриці; 

,...,,1, pii =γ  – im -вимірний вектор-стовпець констант; im
i R∈γ ; 
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)),,0(( εετ −ii xJ  – нелінійні вектор-функціонали, неперервно диферен-
ційовані по x  в розумінні Фреше [2] в околі розв’язків породжуючої 
крайової задачі і неперервні по [ ]0,0 εε C∈ . 

Рівняння (3) задає крайову умову: )...,,(: 1 pllcoll =  – лінійний 
обмежений m -вимірний векторний функціонал; 

[ ] { }( ) m
p RbaCl →ττ ...,,\,: 1

1 ; [ ] { }( ) piRbaCl im
pi ...,,2,1,...,,\,: 1

1 =→ττ ; 
)),,(( εε⋅xJ  – нелінійний вектор-функціонал, неперервно диференці-

йовний по x  в розумінні Фреше [2] в околі розв’язків породжуючої 
крайової задачі і неперервний по ε ; mR∈γ  – m -вимірний вектор, 

( ) p
m

m mmmRcol
p

++=∈= ...:,...,,: 11 γγγ . 
Розглянемо випадок, коли відповідна однорідна породжуюча 

крайова задача має нетривіальні розв’язки ( )rctx ,0  [3]. Будемо шукати 
умову існування і алгоритм побудови кусково неперервних 
диференційованих по t  з розривами першого роду при it τ= , 
неперервних по [ ]0,0 εε C∈  розв’язків ( ) [ ] { }( )IibaCxtxx τεε \;),(:, 1∈⋅= , 
( ) [ ]0,0, εCtx ∈⋅  крайової задачі (1)–(3), які перетворюються при 0=ε  в 

один з розв'язків ( ) ( )0,,0 txctx r =  породжуючої крайової задачі  

( ) [ ]battfxtA
dt
dxtB ;,)()( ∈+= ,                            (4) 

( ) ( ) pibaxSxE iiiiti
i

...,,1,;,0 =∈+−=Δ
=

τγτ
τ

.              (5) 

Будемо вважати, що система (4) така, що невиродженим лінійним 
перетворенням зводиться до центральної канонічної форми [1, ст. 53]. 
Згідно з теоремою 1 [3] породжуюча крайова задача (4), (5) має r -
параметричне сімейство лінійно незалежних розв’язків 

( ) ( ) [ ]( )( )tfGctXctx rrr γ,, +=                                      (6) 
тоді і тільки тоді, коли неоднорідності ( ) [ ]1 ,qf t C a b−∈  та im

i R∈γ  в 
крайовій умові задовольняють d  лінійно незалежним умовам:  

( ( )) 0~ =⋅−∗ xlP
dQ
γ ,                                              (7) 

де ( )tX sn−  – фундаментальна матриця відповідної однорідної 
диференціальної системи (4) розміром ( )( )snn −× , складена з ( )sn −  

лінійно незалежних розв'язків; [ ]batxtA
dt
dxtB ;,)()( ∈= ; ( )⋅= −snXlQ :  – 

( )( )snm −× -вимірна матриця; ( ) ( )( )psnpsn XSXScolQ ττ −− −−= ...,,: 11 ; 

( )snmnQrank −≤= ,min1 ; +−=∗ QQIP mQ
 – ( )mm× -вимірна матриця 

(ортопроектор), яка проектує простір mR  на нуль-простір ( )∗QN , 
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( )∗→∗ QNRP m
Q

: ; dPrank
Q
=∗ ; dP

dQ
=∗  – ( )md × -вимірна матриця, яка 

складається з d  лінійно незалежних рядків матриці ∗Q
P ; −−= +

− QQIP snQ  

– ( ) ( )( )snsn −×− -вимірна матриця (ортопроектор), яка проектує простір 
snR −  на нуль-простір ( )QN , ( )QNRP sn

Q →−: ; rPrank Q = ; 
rQP  – 

( )( )rsn ×− -вимірна матриця, яка складається з r  лінійно незалежних 
стовпців матриці QP ; ( ) ( )

rQsnr PtXtX −=  – матриця розміром ( )rn× ; +Q  – 
псевдообернена матриця до Q  за Муром-Пенроузом [4], [5]; [ ]( )( )tfG γ,  – 
узагальнений оператор Гріна, який діє на довільну вектор-функцію 

[ ] { }( )Ii
q baCtf τ\;)( 1−∈  таким чином  

[ ]( )( ) ( ) ( ) ( ) −= ∫ ∗
−− τττγ dfYtXtfG

t

a
snsn:,  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )⋅−+ΨΦΨΦ− +
−

+
−

∗−∗
−

=
∑ xlQtXQtXtfttLt

dt
dIt snsn

q

k
k

k
k ~1

1

0
γ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) −⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⋅ ∗

−

⋅

−∫ τττ dfYXlxl sn
a

sn
~ ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )( )⎟⎟

⎠

⎞
⋅ΨΦΨ⋅Φ ∑

−

=

∗−∗
1

0

1
q

k
k

k
k tfttLt

dt
dI ; 

( )tY sn−  – фундаментальна матриця розміром ( )( )snn −× , складена з 

( )n s−  лінійно незалежних розв’язків спряженої до однорідної дифе-

ренціальної системи (4); ( ) ytAytB
dt
d )(∗∗ −= , [ ]bat ;,∈ ; фундаментальні 

матриці ( )tX sn− , ( )tY sn−  задовольняють співвідношення ( ) ( ) ( ) =−
∗
− tXtBtY snsn  

snE −= ; ( ) ( ) ( )
dt
dtBtAtL −=  – оператор, що діє в унітарному просторі n -

вимірних вектор-функцій класу [ ]baC ;1 ; ( ) constrntBrank =−= 1 , 
[ ]bat ,∈∀ ; матриця має на відрізку [ ]ba;  повний жордановий набір 

векторів відносно оператора ( )tL , який складається з 1r  ланцюжків 
завдовжки 1,1, risi = ; isq max= ; 

1
...21 rssss +++= ; ( ) ( )tt ΨΦ ,  – 

( )sn× -вимірні матриці, складені з векторів, які утворюють жорданові 
набори матриці ( )tB  відносно оператора ( )tL  і матриці ( )tB∗  відносно 

оператора ( )tL∗  ( ) ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∗∗∗ tAtB

dt
dtL : 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]ttttttt rs
rr

ss 121 ...,,...,;...,,;...,, 1
2

1
21

1
1 ϕϕϕϕϕϕ=Φ , 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]ttttttt r

s
r

ss r 11
22

1
11 ...,,...,;...,,;...,, 121 ψψψψψψ=Ψ . 



МАТЕМАТИКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2014. – № 1(25) 

43 

2. Основний результат. 
Знайдемо необхідну умову існування розв’язку ( )ε,tx  крайової 

задачі (1)–(3), який при 0=ε  перетворюється в один з породжуючий 
розв'язок ( )rctx ,0  (6) крайової задачі (4), (5). Справедлива наступна 
теорема. 

Теорема (необхідна умова). Нехай крайова задача (1)–(3) 
задовольняє вказаним вище умовам і має розв’язок 

( ) [ ] { }( ) ( ) [ ]0
1 ,0,,\;),(:, ετεε CtxbaCxtxx Ii ∈⋅∈⋅= , який перетворю-

ється при 0=ε  в породжуючий розв'язок ( )0
0 , rctx  (6) з константою 

0
rr cc = . Тоді вектор r

r Rc ∈0  задовольняє рівнянню  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) −⎜
⎜
⎝

⎛
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅ ∗

−

⋅

−∫∗ ττττ dcxZYXlcxJP rsn
a

snrQd
0,,,0,, 0

0
0

0  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( )( )( ) 00,,, 0
0

1
1

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎟⎟
⎠

⎞
⋅ΨΦΨ⋅Φ− ∗−∗

−

=
∑ tctxZttLt

dt
dI rk

kq

k

k .          (8) 

Доведення аналогічне доведенню теореми 4.5 [4, ст. 109], [5, 
ст.119]. Позначимо ліву частину рівняння (8) через ( )0

rcF  і будемо 
називати рівнянням для породжуючих констант крайової задачі (1)-(3). 
У випадку періодичних задач константа rc  має фізичний зміст і є 
амплітудою породжуючого розв’язку, а в класичній періодичній задачі 
рівняння (8) має назву рівняння для породжуючих амплітуд [6]. 

Якщо рівняння (8) має розв’язок r
rr Rcc ∈= 0 , тоді вектор 0

rc  
визначає той породжуючий розв’язок ( )0

0 , rctx , якому може відповідати 
розв’язок ( , )x t ε  вихідної крайової задачі (1)–(3), який перетворюється в 
( )0

0 , rctx  при 0=ε . Якщо ж рівняння (8) не має розв’язків, то і крайова 
задача (1)-(3) не має шуканого розв’язку. Мова йде про дійсні розв’язки 
рівняння для породжуючих констант. Таким чином необхідна умова 
існування розв’язків крайової задачі (1)-(3) задовольняється вибором 
константи rc  в r  – параметричному сімействі породжуючих розв’язків 
(6) та полягає в тому, щоб рівняння (8) мало хоча б один дійсний 
розв’язок r

rr Rcc ∈= 0 . 
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