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Запроваджено частковий порядок на множинi всiх ультрапсевдо-

метрик, визначених на пiдмножинах фiксованої множини. Запропоно-

вано операцiї склейки та стягування для ультрапсевдометрик з рiзни-

ми областями визначення. З їх допомогою доведено, що побудована час-

тково впорядкована множина є граткою.
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Вступ

У цiй працi ми розглядаємо частково впорядковану множину ультраме-

трик з областями визначення, що є пiдмножинами фiксованої множини

(часткових ультрапсевдометрик). Ультрапсевдометрики є “гiбридом” уль-

траметрик i псевдометрик, якi узагальнюють метрики (вiдстанi). Ультра-

(псевдо)метрики природно виникають у задачах iєрархiчної (багаторiвне-

вої) класифiкацiї, тому знайшли численнi застосування у бiологiї, комп’ю-

терних науках, бiологiї тощо (див. огляд [4] Фiонна Муртага, який заслу-

жено вважається лiдером цього напрямку).

Практичнi потреби вимагають розробки ефективних обчислюваль-

них алгоритмiв, як точних, так i наближених, для рiзних пов’язаних з уль-

тра(псевдо)метриками цiлей – iєрархiчної кластеризацiї [5, 6], наближен-

ня ультраметриками iнших функцiй, що описують (не-)подiбнiсть об’єктiв

[9], а також для побудови i використання ультраметричних (еволюцiйних)

дерев, що є зручним засобом подання ультраметрик [1].

Якщо ультраметрика на деякiй множинi описує багаторiвневу класи-

фiкацiю її елементiв, то часткова ультраметрика вiдповiдає класифiкацiї
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частини елементiв. Природно порiвнювати частковi класифiкацiї за шири-

ною охоплення i грубiстю/детальнiстю, а також об’єднувати класифiкацiї

на множинах у класифiкацiю на їх об’єднаннi. Метою цiєї статтi є фор-

мальне обґрунтування коректностi потрiбних для цього операцiй, зокре-

ма, граткових операцiй iнфiмуму i супремуму двох ультрапсевдометрик.

Нагадаємо, що ультрапсевдометрикою на множинi X ми називаємо

функцiю d W X � X ! R, таку, що для довiльних x; y; z 2 X виконано

� d.x; y/ > 0 (невiд’ємнiсть);
� d.x; y/ D d.y; x/ (симетричнiсть);
� d.x; z/ 6 maxfd.x; y/; d.y; z/g (посилена нерiвнiсть трикутника);
� d.x; x/ D 0.

Якщо ж остання вимога виконана у сильнiшiй формi

� d.x; y/ D 0, якщо i тiльки якщо x D y (невиродженiсть),

то функцiю d називаємо ультраметрикою [4].

1. Склеювання ультрапсевдометрик

Розглянемо множини X1 та X2 з непорожнiм перетином X0. Для спроще-

ння їх можна уявляти скiнченними, тодi точнi нижнi гранi нижче будуть

мiнiмумами, хоча iстиннiсть тверджень цього роздiлу не залежить вiд скiн-

ченностi.

Припустимо, що на X1 та X2 зафiксовано вiдповiдно псевдометри-

ки d1 та d2, що збiгаються на X0. Нашою метою ж продовження d1 та d2

до деякої ультрапсевдометрики d на об’єднаннi X D X1 [ X2. Потрiбно

обрати значення d.x; z/ D d.z; x/ для всiх x 2 X1 n X2 та z 2 X2 n X1.

Для кожного y 2 X0 воно повинне задовольняти посилену нерiвнiсть три-

кутника d.x; z/ 6 maxfd.x; y/; d.y; z/g D maxfd1.x; y/; d2.y; z/g, звiдки

d.x; z/ 6 inf

y2X0

maxfd1.x; y/; d2.y; z/g:

Теорема 1. Якщо ультрапсевдометрики d1 W X1 � X1 ! R та d2 W X2 �

X2 ! R збiгаються на X0 D X1 \ X2 ¤ ¿, то функцiя d W X � X ! R,

де X D X1 [ X2, означена як

d.x; z/ D

8

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

<

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

:

d1.x; z/; x; z 2 X1;

d2.x; z/; x; z 2 X2;

inf

y2X0

maxfd1.x; y/; d2.y; z/g; x 2 X1; z 2 X2;

inf

y2X0

maxfd2.x; y/; d1.y; z/g; x 2 X2; z 2 X1;

x; z 2 X;

ISSN 2304-7399. Прикарпатський вiсник НТШ. Число. – 2024. – № 19(73)



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНIКА 69

є найбiльшою (поточково) ультрапсевдометрикою, що продовжує d1 i

d2 на X .

Зауважимо, що умови у формулi вище можуть виконуватись одно-

часно, але неважко переконатися, що у випадку, коли x; z задовольняють

бiльш, нiж одну умову, вiдповiднi їм значення збiгаються.

Доведення. Невiд’ємнiсть, симетричнiсть функцiї d та її рiвнiсть нулю

для кожної пари однакових аргументiв очевиднi. Вище також показано,

що значення кожної ультрапсевдометрики, що продовжує d1 i d2 на X , не

перевищують вiдповiдних значень d .

Посилену нерiвнiсть трикутника потрiбно перевiрити тiльки для трi-

йок точок, якi не лежать одночасно у X1 чи у X2. Нехай, наприклад, x 2

X1nX2, z; z0 2 X2nX1. Покажемо, що d.z; z0/ 6 maxfd.x; z/; d.x; z0/g, вiд

супротивного. Якщоmaxfd.x; z/; d.x; z0/g < d.z; z0/ D a, тобто d.x; z/ <

a, d.x; z0/ < a, то iснують y; y0 2 X0, для яких maxfd1.x; y/; d2.y; z/g <

a, maxfd1.x; y0/; d2.y0; z0/g < a. Тодi з d1.x; y/ < a, d1.x; y0/ < a ви-

пливає d1.y; y0/ D d2.y; y0/ < a, а тодi з врахуванням d2.y; z/ < a,

d2.y0; z0/ < a отримуємо d2.z; z0/ < a, що суперечить припущенню.

Доведемо неможливiсть maxfd.x; z/; d.z; z0/g < d.x; z0/ D b. То-

дi були б iстинними нерiвностi d.x; z/ < b, d.z; z0/ D d2.z; z0/ < b, i

iснувала б точка y 2 X0, для якої maxfd1.x; y/; d2.y; z/g < b. Тодi з

d2.y; z/ < b, d2.z; z0/ < b випливало б d2.y; z0/ < b, звiдки d.x; z0/ 6

maxfd1.x; y/; d2.y; z0/g < b, тобто теж отримуємо суперечнiсть. Доведе-

ння неможливостi maxfd.x; z0/; d.z0; z/g < d.x; z/ аналогiчне.

Зауваження 1.1. Якщо перетин X0 D X1\X2 вище порожнiй, то формула

вище задає невiд’ємну симетричну функцiю d , яка є нульовою для пар

однакових аргументiв i задовольняє посилену нерiвнiсть трикутника, але

набуває значення C1, якщо аргументи лежать у рiзних з множин X1; X2.

Якщо розглядати тiльки ультрапсевдометрики зi значеннями, не бiльшими

за фiксоване число M , i покласти inf ¿ D M , то отримаємо функцiю d ,

що є ультрапсевдометрикою у звичайному сенсi.

Назвемо побудовану вище функцiю d склейкою ультрапсевдометрик

d1 i d2, що збiгаються на перетинi X0 � X0 їх областей визначення, i по-

значимо її d1 Y d2.

Зауваження 1.2. Якщо перетин X0 D X1 \ X2 вище є скiнченним, а фун-

кцiї d1 i d2 є ультраметриками, то їх склейка теж є ультраметрикою. Не-

важко побудувати приклад з нескiнченним X0, коли d1 i d2 є ультраме-
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триками, а їх склейка не є ультраметрикою, тобто порушується невиро-

дженiсть.

2. Стягування ультрапсевдометрик

Теорема 2. Нехай ультрапсевдометрику d задано на множинi X , а уль-

трапсевдометрику d0 – на її пiдмножинi X0, i d0.x; y/ 6 d.x; y/ для

всiх x; y 2 X0. Тодi функцiя d 0 W X � X ! R, задана як

d 0.x; y/ D min

n

d.x; y/; inf

u;v2X0

maxfd.x; u/; d0.u; v/; d.v; y/g
o

для x; y 2 X , є найбiльшою серед ультрапсевдометрик на X , якi пото-

чково не перевищують d , а їх звуження на X0 не перевищують d0.

Доведення. Якщо ультрапсевдометрика � на X поточково не перевищує

d , а її звуження на X0 не перевищує d0, то з посиленої трикутника випли-

ває, що

�.x; y/ 6 d 0.x; y/ для всiх x; y 2 X . Очевидно, що d 0.x; y/ D d0.x; y/

для довiльних x; y 2 X0 i d 0
6 d . Залишається довести, що d 0 є ультра-

псевдометрикою.

Невiд’ємнiсть, симетричнiсть i рiвнiсть d 0 нулю при збiгу аргументiв

очевиднi. Потрiбно довести тiльки виконання посиленої нерiвностi трику-

тника. Припустимо, що a D d 0.x; z/ > maxfd 0.x; y/; d 0.y; z/g для деяких

x; y; z 2 X . Якби виконувались рiвностi d 0.x; y/ D d.x; y/, d 0.y; z/ D

d.y; z/, то було б

d 0.x; z/ 6 d.x; z/ 6 maxfd.x; y/; d.y; z/g D maxfd 0.x; y/; d 0.y; z/g;

тому iстинне принаймнi одне з тверджень

d 0.x; y/ D inf

u;v2X0

maxfd.x; u/; d0.u; v/; d.v; y/g < d.x; y/

та

d 0.y; z/ D inf

s;t2X0

maxfd.y; s/; d0.s; t/; d.t; z/g < d.y; z/:

Якщо iстинне тiльки одне з них, наприклад, перше, то маємо

inf

u;v2X0

maxfd.x; u/; d0.u; v/; d.v; y/g < a; d.y; z/ < a;

тому iснують u; v 2 X0, для яких d.x; u/ < a, d0.u; v/ < a, d.v; y/g < a.

Враховуючи d.y; z/ < a, маємо d.v; z/ < a, а тодi

d 0.x; z/ 6 inf

u;v2X0

maxfd.x; u/; d0.u; v/; d.v; z/g < a;
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що суперечить припущенню.

Якщо ж iстиннi обидва твердження, то iснують точки u; v; s; t 2 X0,

для яких d.x; u/ < a, d0.u; v/ < a, d.v; y/g < a i d.y; s/ < a, d0.s; t/ < a,

d.t; z/g < a. Звiдси випливає d0.v; s/ 6 d.v; s/ 6 maxfd.v; y/; d.y; s/g <

a, а тодi i нерiвнiсть d0.u; t/ 6 maxfd0.u; v/; d0.v; s/; d0.s; t/g < a. Оста-

точно отримуємо

d 0.x; z/ 6 inf

u;t2X0

maxfd.x; u/; d0.u; t/; d.t; z/g < a;

що теж суперечить припущенню.

Кажемо, що ультрапсевдометрику d 0 отримано стягуванням d до

d0, i позначаємо її d # d0.

Зауваження 2.1. Знову ж, якщо множина X0 є скiнченною, i d та d0 є

ультраметриками, то d # d0 теж є ультраметрикою. Це твердження хибне

без припущення про скiнченнiсть X0.

3. Точнi нижня i верхня гранi двох ультраметрик з рiзними

областями визначення

Загальновiдомо (див., наприклад, [7]), що для ультрапсевдометрик d1, d2

на множинi X їх точна нижня грань (найбiльша ультрапсевдометрика, що

поточково не перевищує обох d1 i d2) визначається формулою

d1 ^ d2.x; y/ D inf

˚

maxfd.z0; z1/; d.z1; z2/; : : : ; d.zn�1; zn/g
ˇ

ˇ

n 2 NC; z0 D x; zn D y; z1; : : : ; zn�1 2 X
	

для довiльних x; y 2 X .

Практично iнфiмум d1 ^ d2 знаходиться застосуванням до функцiї

вiдстанi (невiд’ємної симетричної функцiї двох змiнних, рiвної нулю при

збiгу аргументiв) minfd1.x; y/; d2.x; y/g алгоритму каркасного дерева

(spanning tree algorithm) [8] або алгоритму Флойда-Воршалла, у якому за-

мiсть звичного додавання вживається максимум.

Розглянемо загальнiшу задачу. Позначимо P UP .X/ множину всiх

ультрапсевдометрик, визначених на пiдмножинах фiксованої множини X

(часткових ультрапсевдометрик). Для d1; d2 2 P UP .X/, d1 W X1 � X1 !

R, d2 W X2 � X2 ! R, вважаємо, що d1 � d2, якщо X1 � X2 (зауважте

напрямок включення!) i d1.x; y/ 6 d2.x; y/ для всiх x; y 2 X2. Очевидно,

що � є частковим порядком на множинi P UP .X/.
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Теорема 3. Частково впорядкована множина .P UP .X/; �/ є граткою

з найбiльшим i найменшим елементами.

Доведення. Найменшим елементом є нульова ультрапсевдометрика на

X , а найбiльшим – порожня (визначена на порожнiй множинi) ультрапсев-

дометрика. Точною верхньою гранню ультрапсевдометрик d1; d2, де

d1 W X1 � X1 ! R, d2 W X2 � X2 ! R, у P UP .X/ є ультрапсевдоме-

трика на X0 D X1 \ X2, визначена як поточковий максимум d1 i d2, тобто

maxfd1.x; y/; d2.x; y/g для всiх x; y 2 X0.

Нетривiальним є тiльки знаходження точної верхньої гранi d1 i d2.

Позначимо d0 точну нижню грань обмежень d1 та d2 на X0 (її знаходження

описано вище). Для довiльної ультрапсевдометрики � 2 P UP .X/ з � �

d1, � � d2 випливає � � d0, а тодi згiдно з Теоремою 2 i � � d1 # d0 i

� � d2 # d0. Враховуючи, що звуження d1 # d0 i d2 # d0 на X0 рiвнi d0,

на пiдставi Теореми 1 маємо � � .d1 # d0/ Y .d2 # d0/. З iншого боку,

склейка .d1 # d0/Y.d2 # d0/ у .P UP .X/; �/ передує d1 i d2. Це завершує

доведення того, що .d1 # d0/ Y .d2 # d0/ є точною нижньою гранню d1 i

d2, i вiдповiдно .P UP .X/; �/ є граткою.

Висновки i майбутнi дослiдження

Побудованi операцiї, зокрема, гратковi, є природними при агрегацiї час-

ткових класифiкацiй. Звичайно, зроблено тiльки першi кроки у цьому на-

прямку. Властивостi побудованої гратки часткових ультрапсевдометрик

стануть темою наступної публiкацiї. Зокрема, будуть дослiдженi вiдноше-

ння апроксимацiї, описанi у [7] для граток ультрапсевдометрик з фiксо-

ваною областю визначення. Вартими уваги є i функцiї, якi можна подати

у виглядi сум ультрапсевдометрик iз застосуванням пiдходу [3].

Iншим напрямком стане розробка ефективних точних i наближених

алгоритмiв для запропонованих у данiй статтi операцiй, у першу чергу для

подання ультрапсевдометрик у виглядi еволюцiйних дерев [2].

Розробленi алгоритми будуть вiдтестованi на задачах iєрархiчної кла-

стеризацiї економiчних даних.
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A partial order is introduced on the set of all ultrapseudometrics defined

in subsets of a fixed set. We propose operations of gluing and contraction for

ultrapseudometrics with distinct domains. These operations are used to prove

that the obtained poset is a lattice.

Key words: lattice, ultrametric, pseudometric.
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