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Для наперед заданої множини векторів побудовано цілу криву до-

вільного скінченного додатного порядку з лінійно залежними компоне-
нтами, для якої множина неванліннівських дефектних векторів співпа-
дає з заданою множиною. 

Ключові слова: ціла крива, неванліннівський дефектний вектор, 
мероморфна функція, допустима система векторів. 
 

Дана стаття є продовженням [1], тому використовуватимемо по-
значення, які є в [1] та [2], а також основні результати теорії цілих кри-
вих. 

Основним результатом [1] є 
Теорема А. Для довільної кривої :G →

r
pC C  скінченного порядку з 

ω -лінійно залежними компонентами множина ( ) 0D G A∪
r

 є не більше 

ніж зліченним об’єднанням підпросторів jA ∈ pC  розмірності 1p≤ − . 
Тут позначено через ω , 0 2pω≤ ≤ −  розмірність лінійного під-

простору ( ){ }0 : 0A a G z a= ∈ ⋅ ≡
rr rpC . 

Метою цієї статті є доведення такої теореми. 
Теорема. Нехай 0A  – довільний підпростір із pC  розмірності 

2pω ≤ − , { } ( )
1

1
q

j j
A q

=
≤ ≤ ∞  – довільна система підпросторів із pC , 

0jA A⊃ , dim 1jA p≤ − , 0 ρ< < ∞ . Тоді існує ціла крива 

( ) ( ) ( ) ( )( )zgzgzgzG p,...,, 21=
r

 з ω -лінійно залежними компонентами,  
для якої: 

а) ( ){ } 0: 0a G z a A∈ ⋅ ≡ =
rr rpC ; 

б) довільний вектор 
1

q

j
j

a A A
=

∈ =
r

U , 0a A∉
r , буде дефектним, тобто 

( ), 0a Gδ >
rr ; 

в) для усіх векторів \a A∈
r pC  виконується ( ), 0a Gδ =

rr . 
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Відзначимо, що ця теорема є узагальненням відповідного резуль-
тату в [3] на випадок цілих кривих з лінійно залежними компонентами. 

Д о в е д е н н я. Нам буде зручно не вимагати, щоб компоненти 
цілої кривої не мали спільних нулів, в зв`язку з чим характеристику ці-
лої кривої :G →

r
pC C  визначимо так: 

( ) ( ) ( )
2

0

1, ln ,
2

iT r G G re d N r G
π

ϕ ϕ
π

= −∫
r r r

, 

де ( ),n r G
r

 – кількість нулів ( )iG re ϕ
r

 в крузі { }:z z r≤ , а ( ),N r G
r

 ви-

значається за ( ),n r G
r

 звичайним чином. 

Отже, нехай 
1

q

j
j

a A A
=

∈ =
r

U ( )1 q≤ ≤ ∞ , dim 1j jA p n p= − ≤ − . Не 

виключатимемо можливості 0jA A=  для деяких j∈N . Тоді можна об-
межитись випадком q = ∞ . Для зручності перенумеруємо усі підпросто-

ри jA , крім 0A , таким чином, щоб j
j

A A
∞

=−∞

= U . 

Спочатку будуватимемо шукану цілу криву при 0 1 2ρ< < . 
Для довільного j∈Z  існують лінійно незалежні вектори 

( ) ( ) ( )1 2, , , jn
j j jb b b
r r r

K , такі, що для довільного вектора j ja A∈
r  виконуються 

( ) 0, 1,2, ,s
j j ja b s n= =
rr

K ,                                          (1) 

( )

1

jn
s

j
j s

b
∞

=−∞ =

< ∞∑ ∑
r

.                                                 (2) 

Позначимо ( ) ( ) ( ) ( ) 11 2 j jn n
j j j jP z b b z b z −= + + +

r r rr
K . 

Оскільки вектори ( ) ( ) ( )1 2, , , jn
j j jb b b
r r r

K  – лінійно незалежні і 
dim j jA p n= − , то рівність (1) виконується тільки для векторів із jA . 

Для \ ja A∈
r pC  маємо  

                               ( )

1
0

jn
s

j
s

a b
=

⋅ >∑
rr .                                                  (3) 

Тому  
( ) ( )0, ; 0,j j j jP z a a A P z a a A≡ ∉ ≡ ∈/

r rr r r r .                        (4) 
Відповідно до (2) виконується 

( ) ( )1 ,p
j

j
P z O r r

∞
−

=−∞

= →∞∑
r

.                                 (5) 
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Виберемо послідовність jθ  таку, що: πθπ <<− j , 00 =θ , 

jj θθ >+1 , πθ →j  при j →+∞ , jθ π→ −  при j →−∞ . 
Покажемо, що ціла крива  

( ) ( ) ( )ji
j

j
G z P z W ze θ

∞
−

=−∞

= ∑
r r

,                                  (6) 

де ( )
1

1

1
n

W z z n ρ
∞ −

=

⎛ ⎞= + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∏ , є шуканою.  

Оскільки за умовою теореми 0jA A⊃  при всіх j∈Z , то, відповід-

но до (4), для довільного 0a A∈
r  матимемо ( ) 0jP z a ≡

r r  для всіх j∈Z , 

отже, ( ) 0G z a⋅ ≡
r r . 

Так як ( ) ( ){ }2i pW re o W r eϕ −= , r →∞ , при ] [0, 2ϕ π∈ , то, відпові-
дно до (4),  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

0ji
j

j
j

G z a P z a W ze P z a W zθ
∞

−

=−∞
≠

⋅ = ⋅ + ⋅ ≡/∑
r r rr r r , 

для всіх 0\a A∈
r pC . 

Отже, ми показали, що побудована нами ціла крива виду (6) задо-
вольняє умові а) теореми, і, очевидно є цілою кривою з ω -лінійно зале-
жними компонентами. Доведемо тепер виконання інших умов.  

Відомо (див., напр., [4, гл. ІІ, п.5]), що  

                                ( ) ( )ln , ,
sin

M r W r o r rρ ρπ
πρ

= + →∞ ;  

при [ ];ϕ π π∈ −  рівномірно виконується  

                               ( ) ( )cosln ,
sin

iW re r o r rϕ ρ ρπ ϕρ
πρ

≤ + →∞ , 

причому при [ ]; , 0ϕ π δ π δ δ∈ − + − >  рівномірно виконується 

     ( ) ( )cosln ,
sin

iW re r o r rϕ ρ ρπ ϕρ
πρ

= + →∞ . 

Звідси та із (5) отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

1 1, ln ln ,
2 2

i i
j

j
T r G G re d P re M r W d

π π
ϕ ϕϕ ϕ

π π

∞

=−∞

⎧ ⎫
≤ ≤ ⋅ ≤⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑∫ ∫

r r r
 

( ) ,sin
r o r rρ ρπ

πρ
≤ + →∞ .                                        (7) 

Зафіксуємо число m∈Z . Візьмемо ( )mη η= , 

( )1 10 4m mη θ θ+ −< < +  і розглянемо цілу криву в куті 
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( ) ( ) ( ){ }1 1: 2 arg 2m m m m m mV V z zη θ θ η ϕ θ θ η− += = + + < = < + − . Нехай 

0\ma A A∈
r . Тоді, враховуючи (4), отримуємо: 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

j j m

j
j m

i i i
j j

j j
j m j m

i
i ij

m jj
j
j m

P z a W ze P z a W ze W ze
G z a

G z P z W ze P z P z W ze W ze

θ θ θ

θ
θ θ

∞ ∞
− − −

=−∞ =−∞
≠ ≠

∞
− ∞

− −
=−∞

=−∞
≠

⋅ ⋅
⋅

= =
⋅ + ⋅

∑ ∑

∑ ∑

r rr r
r r

r
r

r r

. 

Міркуючи як і в [4, с.164-165], маємо 
( )( )
( )( ) ( ) ( )ln ,

j

m

i

mi

W re
A r o r r

W re

ϕ θ

ρ ρ
ϕ θ

η

−

−
≤ − ⋅ + →∞ ,                      (8) 

де ( ) 0,mA j mη > ≠ , рівномірно відносно ϕ  та j  в куті mV . Звідси та із 
(5) 

                       

( )
( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ } ∞→+⋅−≤

≤
+⋅−+
+⋅−⋅

=
⋅ −

r,rorAexp

rorAexpOzP
rorAexprO

zG
azG

pp
m

pp
mm

pp
m

p

η

η
η

r

r 1

                 (9) 

рівномірно в куті mV . 
Тоді, враховуючи (9), матимемо 

( ) ( )
( )( )

( )

( )
1

1

2

2

1, , ln 1
2

m m

m m

i

i

G re a
m r a G d O

G re a

ϕθ θ η

ϕ
θ θ η

ϕ
π

+

−

+ −

+ +

⋅
≥ + ≥∫

r r
rr

r r          

( )( ) ( ) ( )1 1
1 2 2 ,

2 m m mA r o r rρ ρθ θ η η
π + −≥ − − ⋅ + →∞ .              (10) 

Враховуючи (7) та (10), отримуємо, що порядок цілої кривої дорі-
внює ρ  і ( ), 0a Gδ >

rr . 

Отже, ми показали (при 0 1 2ρ< < ), що для побудованої цілої 

кривої G
r

 за формулою (6) виконується ( ) 0A D G A⊂
r
U , тобто викону-

ється умова б).  
Нехай тепер \a A∈

r pC , тобто ja A∉
r  при всіх j∈Z . Тому 

( ) 0jP z a ≡/
r r  при всіх j∈Z  відповідно до (4). Оскільки ( )jP z a

r r  – много-

член, то ( ) 0j jP z a α≥ >
r r  при ( )0r z r j= ≥ . Звідси ( ( )0r z r m= ≥ ) 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ∞→=≤

≤

⋅+

⋅+

=
⋅

−

−−
∞

≠
−∞=

−−
∞

≠
−∞=

∑

∑

r,rzP

zeWzeWazPazP

zeWzeWzPzP

azG
zG

p
m

j

ii

mj
j

jm

ii

mj
j

jm

mj

mj

102 r

rrrr

rr

r

α

θθ

θθ

                 (11) 

рівномірно в куті ( )mV η  
Нам далі потрібна буде така лема [2, гл. 2, п. 1]. 
Лема А. Нехай G

r
 – ціла p -мірна крива, k та μ  – деякі додатні 

числа, 1k > , 0 2μ π< ≤ , 0\a A∈
r pC . Тоді існує таке 0K > , що для дові-

льної вимірної множини [ ];rE π π⊂ − , rmesE μ≤  при 0 1r r≥ >  викону-
ється 

( )
( ) ( )32ln ln ,

1
r

i

i
E

G re a K pd T kr G
kG re a

ϕ

ϕ
ϕ μ

μ

⋅
≤ ⋅

−∫
r r

r
r r .                   (12) 

Візьмемо довільне 0μ > . Очевидно, існує таке ( )0 0n n μ= ∈N , що 

( ) ( )0 0
2n nπ θ θ π μ−− + + < .                               (13) 

Виберемо числа ( ) 0 0,s n s nη − ≤ ≤ , такими, щоб виконувалось 

( )
0

0
4

n

s n

s μη
=−

<∑  .                                            (14) 

Тепер оцінимо ( ), ,m r a G
rr : 

( ) ( )
( )

2

0

1, , ln
2

i

i

G re a
m r a G d

G re a

ϕπ

ϕ
ϕ

π

⋅
= =∫

r r
rr

r r  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

10

0 1

2

1 2
2

1 ln ln ln
2

s s

r s s

isn

i
s nE s

G re a
d a a

G re a

ϕθ θ η

ϕ
θ θ η

ϕ σ σ
π

+

−

+ −

=− + +

⎛ ⎞ ⋅
⎜ ⎟= + + = + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫ ∫
r r

r r
r r ,(15) 

 

де ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1 12 ; 2 1
n

r s s s s
s n

E s sθ θ η θ θ η+ +
=−

⎧ ⎫⎪ ⎪⎤ ⎡= + − + + +⎨ ⎬⎦ ⎣
⎪ ⎪⎩ ⎭

UU  

    ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 01 0 1 0; 2 2 ;n n n nn nπ θ θ η θ θ η π− − − +

⎡ ⎡ ⎤ ⎤− + + − + −⎣ ⎣ ⎦ ⎦U U . 
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З (13) та (14) легко видно, що rmesE μ≤ . Тому відповідно до леми А 

( ) ( ) ( )1
32 32ln , ln ,

1 1
K p K pT kr G C k T r G
k k

σ μ μ
μ μ

≤ ⋅ ≤ ⋅ ⋅
− −

r r
, ( )C k const= . (16) 

Остання нерівність записана в зв`язку з тим, що 

( ) ( ) ( )( ), , , ,T r G O r r O T r G rρ ρ= = →∞
r r

 

Оскільки в 2σ  входить скінченна кількість доданків, то, відповід-
но до (11), маємо: 

( ) ( )( )2 ln , ,O r o T r G rσ = = →∞
r

.                                      (17) 

Об`єднуючи (15), (16) та (17), отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( )32, , ln 1 , ,
1

K pm r a G C k o T r G r
k

μ
μ

⎧ ⎫
≤ ⋅ + ⋅ →∞⎨ ⎬−⎩ ⎭

r rr . 

Звідси, ( ) ( )32, ln
1

K pa G C k
k

δ μ
μ

≤ ⋅
−

rr . Спрямувавши тут 0μ → , 

отримаємо ( ), 0a Gδ =
rr , тобто довільний вектор \a A∈

r pC  не буде не-

ванліннівським дефектним вектором для побудованої нами цілої кривої 
G
r

 за формулою (6).  
Отже, теорема доведена повністю для випадку 0 1 2ρ< < . 

Неважко перевірити, що якщо ( ) ( )nL z G z=
rr

, то ( ) ( )L n Gρ ρ= ⋅
rr

. 

Враховуючи це і розглядаючи цілі криві ( ) , 1, 2, ,nG z n =
r

K  отримуємо 
приклади цілих кривих з ω -лінійно залежними компонентами і множи-
ною дефектних векторів, яка співпадає з 0\A A , і довільним порядком 
0 2nρ< < . Оскільки nможе бути яким завгодно великим, то і порядок 
ρ  може бути будь-яким додатним скінченним числом. 
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WHOLE CURVE WITH LINEAR DEPENDENT COMPONENTS AND 
BEFOREHAND SET GREAT NUMBER OF IMPERFECT VECTORS 
 

Ya. I. Savchuk 
Ivano-Frankivs’k National Technical University of Oil and Gas; 

76019, Ivano-Frankivs’k, Carpathians str., 15; 
ph. +380 (342) 72-71-31; e-mail: math@nung.edu.ua 

 
For the beforehand set great number of vectors the whole curve of ran-

dom continues positive order with linearly dependent components, for which 
the great number of nevanlinn imperfect vectors coincides with the set great 
number, is built. 

Key words: whole curve, nevanlinn imperfect vector, meromorphic 
function, possible system of vectors. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


