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В обмеженій циліндричній області досліджено двоточкову задачу 
за часовою змінною та умовами типу Діріхле за просторовими коорди-
натами для одного гіперболічного рівняння четвертого порядку з опе-
ратором Бесселя. Доведено теореми існування та єдиності розв’язку 
задачі у просторі аналітичних за t на відрізку [0,T] функцій. За допомо-
гою метричного підходу встановлено оцінки знизу для значень виразів, 
які містять функції Бесселя півцілого індексу. Ці вирази входять у зна-
менники коефіцієнтів ряду Фур'є, яким зображується розв’язок задачi. 

Ключові слова: гіперболічне рівняння, оператор Бесселя, малий 
знаменник, міра Лебега. 

 
Крайові задачі для рівнянь із частинними похідними з виродже-

ними коефіцієнтами виникають при моделюванні дифузійних, гідро та 
газодинамічних процесів, явищ тепломасопереносу, кристалографії то-
що. Дослідженню таких задач присвячені роботи [1-3, 7, 8, 13]. Зокре-
ма, у працях [2, 3, 13] вивчено нелокальні двоточкові та багатоточкові 
задачі для параболічних рівняньз виродженнями та особливостями. 

Одним із класом рівнянь із виродженими коефіцієнтами є рівнян-
ня, що містять оператор Бесселя [7, 8, 9, 12]. Зокрема, у роботі [7] в 
класі аналітичних функцій від дійсної змінної встановлено коректну 
розв’язність крайової задачі для одного виродженого за радіальною 
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змінною параболічного рівняння другого порядку. Також умови 
розв’язності триточкової та мішаної задач з ваговою інтегральною умо-
вою для параболічного рівняння з оператором Бесселя за просторовою 
змінною (𝐵-параболічних рівнянь) встановлено у праці [8, 11], а умови 
розв’язності локальної багатоточкової задачі для таких рівнянь, але ви-
сокого порядку – в роботі [5].  

У даній роботі для факторизованого гіперболічного рівняння, що 
містить оператор Бесселя பమ

ப௧మ ൅ ଶఔ

௧

ப

ப௧
, досліджено знаходження (в класі 

функцій, аналітичних за 𝑡) розв’язку 𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ двоточкової задачі з умо-
вами типу Діріхле. Розв’язнiсть цiєї задачi пов’язана з проблемою ма-
лих знаменникiв, для оцiнки знизу яких використано метричний пiдхiд 
[4, 10]. Малими знаменниками у данiй задачi будуть нелінійні вирази, 
що містять функцiї Бесселя пiвцiлого iндексу. 

Використовуватимемо такі позначення: 

   𝐽௡ሺ𝑡ሻ ൌ ∑  ∞
௠ୀ଴

ሺିଵሻ೘

Γሺ௠ାଵሻΓሺ௠ା௡ାଵሻ
ቀ௧

ଶ
ቁ

ଶ௠ା௡
, 𝑛 ∈ ℝ, െ  

функція Бесселя (див. [14]) першого роду порядку 𝑛, де Γሺ𝑞ሻ, 𝑞 ൒ 0, – 
гамма-функція Ейлера. 

𝐿 ൌ െ ∑  ௣
௜,௝ୀଵ

ப

ப௫೔
൬𝑝௜௝ሺ𝑥ሻ ப

ப௫ೕ
൰ ൅ 𝑞ሺ𝑥ሻ– диференціальний вираз, в 

якому 𝑝௜௝ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑝௝௜ሺ𝑥ሻ ൐ 0, 𝑖, 𝑗 ∈ ሼ1, … , 𝑝ሽ, 𝑞ሺ𝑥ሻ ൒ 0. Припустимо, що 
для цього виразу 𝐿 виконуються додаткові умови 𝑝௜௝ ∈ Cଷ,ఘሺ𝐺ሻ,        
𝑖, 𝑗 ∈ ሼ1, … , 𝑝ሽ, 𝑞 ∈ Cଶ,ఘሺ𝐺ሻ, 𝑥 ∈ 𝐺,𝐺 ⊂ ℝ

௣
,െ обмежена однозв’язна об-

ласть, 0 ൏ 𝜌 ൏ 1. Тоді задача [4] 
𝐿𝑋ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜆𝑋ሺ𝑥ሻ,    𝑋ሺ𝑥ሻ|பீ ൌ 0 

має повну ортонормовану в просторі 𝐿ଶሺ𝐺ሻ систему власних функцій 
ሼ𝑋௞ሺ𝑥ሻ, 𝑘 ∈ ℕሽ і нескінченну множину додатних власних значень 
ሼ𝜆௞, 𝑘 ∈ ℕሽ, для яких виконуються оцінки 

∀𝑘 ∈ ℕ: 𝐶ଵ𝑘ଶ/௣ ൑ 𝜆௞ ൑ 𝐶ଶ𝑘ଶ/௣, 0 ൏ 𝐶ଵ ൏ 𝐶ଶ.              (1) 
𝐸ఈ, 𝛼 ∈ ℝ, – простір функцій 𝜑ሺ𝑥ሻ ൌ ∑  ∞

௞ୀଵ 𝜑௞𝑋௞ሺ𝑥ሻ із скінченною нор-

мою ‖𝜑; 𝐸ఈ‖ ൌ ට∑  ௞∈ℕ |𝜑௞|ଶ𝜆௞
ଶఈ, де 𝜑௞ ∈ ℂ. 

𝐸ఈ
ସ – простір таких функцій 𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ ∑  ∞

௞ୀଵ 𝑢௞ሺ𝑡ሻ𝑋௞ሺ𝑥ሻ, що 
𝑢௞ሺ𝑡ሻ,𝑘 ∈ ℕ, є аналітичними за 𝑡 на відрізку ሾ0, 𝑇ሿ, зі скінченною нор-
мою,  

‖𝑢; 𝐸ఈ
ସ‖ଶ ൌ ∑  ∞

௞ୀଵ ∑  ସ
௝ୀ଴ max

௧∈ሾ଴,்ሿ
ቚ𝑢௞

ሺ௝ሻሺ𝑡ሻቚ
ଶ

𝜆௞
ଶఈ.  

У просторі 𝐸ఈ
ସ, 𝛼 ∈ ℝ, розглянемо задачу  

∏  ଶ
௥ୀଵ ቀ பమ

ப௧మ ൅ ଶఔ

௧

ப

ப௧
൅ 𝑎௥𝐿ቁ 𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ 0, ሺ𝑡, 𝑥ሻ ∈ ሺ0, 𝑇ሻ ൈ 𝐺,        (2) 

𝑢ሺ𝑡ଵ, 𝑥ሻ ൌ 𝜑ଵሺ𝑥ሻ, 𝑢ሺ𝑡ଶ, 𝑥ሻ ൌ 𝜑ଶሺ𝑥ሻ,  𝑥 ∈ 𝐺, 0 ൏ 𝑡ଵ ൏ 𝑡ଶ ൑ 𝑇.     (3) 
𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ|Σ ൌ 𝐿𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ|Σ ൌ 0, Σ ൌ ሾ0, 𝑇ሿ ൈ ∂𝐺,                (4) 
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де 𝜈 ∈ ℕ, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ൐ 0, 𝑎ଵ ് 𝑎ଶ. 
Розв’язок задачі (2) – (4) з простору 𝐸ఈ

ସ, 𝛼 ∈ ℝ, шукаємо у вигляді 
ряду  

𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ ∑  ∞
௞ୀଵ 𝑢௞ሺ𝑡ሻ𝑋௞ሺ𝑥ሻ.                               (5) 

Тоді кожна функція 𝑢௞ሺ𝑡ሻ, 𝑘 ∈ ℕ, є розв’язком задачі  
∏  ଶ

௥ୀଵ ቀ ௗమ

ௗ௧మ ൅ ଶఔ

௧

ௗ

ௗ௧
൅ 𝑎௥𝜆௞ቁ 𝑢௞ሺ𝑡ሻ ൌ 0,                        (6) 

𝑢௞ሺ𝑡ଵሻ ൌ 𝜑ଵ,௞,    𝑢௞ሺ𝑡ଶሻ ൌ 𝜑ଶ,௞.                            (7) 
Розв’язок рівняння (6) зображується формулою  

𝑢௞ሺ𝑡ሻ ൌ ∑  ଶ
௥ୀଵ 𝐶ଶ௥ିଵሺ𝑘ሻ

௃
ഌష

భ
మ

൫ඥ௔ೝఒೖ௧൯

௧ഌష
భ
మ

൅ 𝐶ଶ௥ሺ𝑘ሻ
௃

షഌశ
భ
మ

൫ඥ௔ೝఒೖ௧൯

௧ഌష
భ
మ

.        (8) 

Із умови аналітичності для функцій𝑢௞ሺ𝑡ሻ, 𝑘 ∈ ℕ, на відрізку ሾ0, 𝑇ሿ 
таумов (7) випливає, що сталі 𝐶ଶሺ𝑘ሻ ൌ 𝐶ସሺ𝑘ሻ ൌ 0, а для 𝐶ଵሺ𝑘ሻта 𝐶ଷሺ𝑘ሻ 
отримуємо систему  

𝐶ଵሺ𝑘ሻ
௃

ഌష
భ
మ

൫ඥ௔ೝఒೖ௧ೕ൯

௧ೕ
ഌష

భ
మ

൅ 𝐶ଷሺ𝑘ሻ
௃

ഌష
భ
మ

൫ඥ௔ೝఒೖ௧ೕ൯

௧ೕ
ഌష

భ
మ

ൌ 𝜑௝,௞, 𝑘 ∈ ℕ, 𝑗 ∈ ሼ1,2ሽ.   (9) 

Нехай Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ є визначником системи (9),  

Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ൌ ଵ

௧భ
ഌష

భ
మ௧మ

ഌష
భ
మ

ቮ
𝐽ఔିభ

మ
൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଵ൯ 𝐽ఔିభ

మ
൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯

𝐽ఔିభ
మ
൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଶ൯ 𝐽ఔିభ

మ
൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଶ൯

ቮ.        (10) 

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (2) – (4) у просторі 
𝐸ఈ

ସ, 𝛼 ∈ ℝ, необхідно і досить, щоб виконувалась умова  
∀𝑘 ∈ ℕ    Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ് 0.                               (11) 

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 5 із [4,  
c. 57]. 

Надалі вважатимемо, що умова (11) справджується. Розв’язуючи 
систему (9) методом Крамера, із формул (10) отримуємо, що розв’язок 
задачі (2) – (4) зображується формулою 

𝑢ሺ𝑡, 𝑥ሻ ൌ ∑  ∞
௞ୀଵ ൥൭

௃
ഌష

భ
మ

൫ඥ௔మఒೖ௧మ൯௃
ഌష

భ
మ

൫ඥ௔భఒೖ௧൯

௧మ
ഌష

భ
మ௧ഌష

భ
మ

െ
௃

ഌష
భ
మ

൫ඥ௔భఒೖ௧మ൯௃
ഌష

భ
మ

൫ඥ௔మఒೖ௧൯

௧మ
ഌష

భ
మ௧ഌష

భ
మ

൱ 𝜑ଵ,௞  

൅ ൭
௃

ഌష
భ
మ

൫ඥ௔భఒೖ௧భ൯௃
ഌష

భ
మ

൫ඥ௔మఒೖ௧൯

௧భ
ഌష

భ
మ௧ഌష

భ
మ

െ
௃

ഌష
భ
మ

൫ඥ௔మఒೖ௧భ൯௃
ഌష

భ
మ

൫ඥ௔భఒೖ௧൯

௧భ
ഌష

భ
మ௧ഌష

భ
మ

൱ 𝜑ଶ,௞൩
௑ೖሺ௫ሻ

Δሺ௞,௧భ,௧మሻ
. (12) 

Для встановлення достатніх умови існування розв’язку задачі (2) 
– (4) встановимо допоміжне твердження. 

Лема 1. Для всіх натуральних 𝑘 справджуються оцінки 

max
௧∈ሾ଴,்ሿ

อ
ௗ೜

ௗ௧೜ ൭
௃

ഌష
భ
మ

ሺඥ௔ೝఒೖ௧ሻ

௧ഌష
భ
మ

൱อ ൑ 𝐶ଷ𝜆௞
ሺ௤ାఔሻ/ଶିଵ/ସ,               (13) 

де 𝑞 ∈ ℕ ∪ ሼ0ሽ,𝑟 ∈ ሼ1,2ሽ,𝐶ଷ ൐ 0. 
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Із формули Пуассона для функцій Бесселя (див. [14]) для довіль-
них 𝑎௥ ൐ 0, 𝑟 ∈ ሼ1,2ሽ, 𝑡 ൒ 0, 𝑘 ∈ ℕ, отримуємо  

𝐽ఔିభ
మ
ሺඥ𝑎௥𝜆௞𝑡ሻ ൌ ൬ඥ௔ೝఒೖ௧

ଶ
൰

ఔିభ
మ ଵ

Γሺఔሻ
׬  గ

଴ cosሺඥ𝑎௥𝜆௞𝑡cos𝜃ሻsinଶఔାଵ𝜃𝑑𝜃.  (14) 

Враховуючи для 𝑘 ∈ ℕ елементарні нерівності 
หcos൫ඥ𝑎௥𝜆௞𝑡cos𝜃൯sinଶఔାଵ𝜃ห ൑ 1, 𝜃 ∈ ሾ0, 𝜋ሿ, 𝑎௥ ൐ 0, 𝑡 ∈ ሾ0, 𝑇ሿ, 

із формули (14) встановлюємо  

max
௧∈ሾ଴,்ሿ

อ
௃

ഌష
భ
మ

ሺඥ௔ೝఒೖ௧ሻ

௧ഌష
భ
మ

อ ൑ 𝐶ସ𝜆௞

ഌ
మ

ିభ
ర,  

де 𝐶ସ ൌ 𝐶ସሺ𝜋, 𝜈, 𝑎ଵ, 𝑎ଶሻ ൐ 0. Диференціюючи рівність (14) 𝑞 разів за 
змінною 𝑡, одержуємо, що 

ௗ೜

ௗ௧೜ ൭
௃

ഌష
భ
మ

ሺඥ௔ೝఒೖ௧ሻ

௧ഌష
భ
మ

൱ ൌ

ൌ ൬ඥ௔ೝఒೖ

ଶ
൰

ఔିభ
మ ሺඥ௔ೝఒೖሻ೜

Γሺఔሻ
׬  గ

଴ cos௤𝜃sinଶఔିଵ𝜃cosሺඥ𝑎௥𝜆௞𝑡cos𝜃 ൅ 𝑞𝜋/2ሻ𝑑𝜃.

(15) 

Із формул (15) та елементарних перетворень отримуємо нерівнос-
ті  

max
௧∈ሾ଴,்ሿ

อ
ௗ೜

ௗ௧೜ ൭
௃

ഌష
భ
మ

ሺඥ௔ೝఒೖ௧ሻ

௧ഌష
భ
మ

൱อ ൑ 𝐶ହ𝜆௞
ሺ௤ାఔሻ/ଶିଵ/ସ,  

де 𝐶ହ ൌ 𝐶ହሺ𝑎ଵ, 𝑎ଶ, 𝜈ሻ ൐ 0, 𝑞 ∈ ℕ ∪ ሼ0ሽ, з яких випливає твердження ле-
ми.  

Збіжність ряду (12) у просторі 𝐸ఈ
ସ, 𝛼 ∈ ℝ, взагалі кажучи, 

пов’язано з проблемою малих знаменників, оскільки величини 
|Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ| будучи відмінними від нуля, можуть набувати як завгодно 
малих значень для нескінченної кількості чисел 𝑘 ∈ ℕ. 

Теорема 2. Нехай виконується умова (11) та існує стала 𝜔 ∈ ℝ 
такa, що для всіх (крім скінченної кількості) чисел 𝑘 ∈ ℕ виконується 
нерівність  

|Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ| ൐ 𝜆௞
ିఠ.                                    (16) 

Якщо 𝜑ଵ, 𝜑ଶ ∈ 𝐸ఈభ
, де 𝛼ଵ ൌ 𝛼 ൅ 𝜔 ൅ 𝜈 ൅ 3/2, то існує єдиний 

розв’язок задачі (2) – (4) з простору 𝐸ఈ
ସ. Цей розв’язок неперервно за-

лежить від функцій 𝜑ଵ та 𝜑ଶ. 
Доведення. Із формули (12) на підставі оцінок (13) та (16) отри-

муємо, що існує така додатна незалежна від 𝑘 стала 𝐶଺, що 

‖𝑢; 𝐸ఈ
ସ‖ ൑ 𝐶଺ ∑  ଶ

௝ୀଵ ට∑  ∞
௞ୀଵ |𝜑௝௞|ଶ𝜆௞

ଶఈାଶఠାଶሺఔାଷ/ଶሻ ൑

             ൑ 𝐶଺ ∑  ଶ
௝ୀଵ ฮ𝜑௝; 𝐸ఈభ

ฮ.
(17) 

Проаналізуємо умови виконання нерівностей (16). Для цього ско-
ристаємось метричним підходом [4, 10], який полягає у вивченні міри 
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множин параметрів задачі, зокрема у розглядуваному випадку 𝑡ଵ, 𝑡ଶ – 
вузлів інтерполяції, для яких вказані нерівності виконуються або пору-
шуються. 

Введемо допоміжні твердження. 
Лема 2. Для довільного 𝑛 ∈ ℕ та 𝜆 ൐ 0 справджується формула 

𝑄௡ ቀ ௗ

ௗ௧
ቁ : ൌ ቀ ௗ

ௗ௧
൅ ଷ/ଶ

௧
ቁ ቀ ௗ

ௗ௧
൅ ହ/ଶ

௧
ቁ ⋯ ቀ ௗ

ௗ௧
൅ ௡ାଵ/ଶ

௧
ቁ 𝐽௡ାభ

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ ൌ

ൌ ඥ2/𝜋𝜆௡ିభ
మ

ୱ୧୬ሺఒ௧ሻ

√௧
,   𝑡 ൐ 0.

      (18) 

Доведення. Використаємо метод математичної індукції. Для 
𝑛 ൌ 1 твердження леми випливає із зображення функції Бесселя у ви-
гляді ряду (див. [14]) та властивостей гамма-функцій Ейлера отримуємо 

𝑄ଵ ቀ ௗ

ௗ௧
ቁ : ൌ ቆ ௗ

ௗ௧
൅

య
మ

௧
ቇ 𝐽య

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ ൌ ఒ

ଶ
ቆ∑  ∞

௟ୀ଴
ሺିଵሻ೗ሺଶ௟ାయ

మ
ሻ

Γሺ௟ାଵሻΓቀ௟ାఱ
మ

ቁ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ାభ
మ ൅  

൅ ∑  ∞
௟ୀ଴

య
మ

ሺିଵሻ೗

Γሺ௟ାଵሻΓቀ௟ାఱ
మ

ቁ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ାభ
మቇ ൌ ቀఒ

ଶ
ቁ ∑  ∞

௟ୀ଴
ሺିଵሻ೗ଶሺଶ௟ାଷሻ

Γሺ௟ାଵሻΓቀ௟ାయ
మ

ቁሺଶ௟ାଷሻ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ାభ
మ ൌ  

ൌ ටଶఒ

గ௧
∑  ∞

௟ୀ଴
ሺିଵሻ೗ଶమ೗శభ

Γሺଶ௟ାଷሻ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ାଵ
ൌ ටଶఒ

గ

ୱ୧୬ሺఒ௧ሻ

√௧
. 

Припустимо, що лема 2 справедлива при 𝑛 ൌ 𝑚, 𝑚 ൒ 1. Доведемо 
її істинність при 𝑛 ൌ 𝑚 ൅ 1. Очевидно, що  

𝑄௠ାଵ ቀ ௗ

ௗ௧
ቁ 𝐽௠ାయ

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ ൌ 𝑄௠ ቀ ௗ

ௗ௧
ቁ ቀ ௗ

ௗ௧
൅ ௠ାଷ/ଶ

௧
ቁ 𝐽௠ାయ

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ.       (19) 

Із зображення функції Бесселя у вигляді ряду отримуємо  

ቆ ௗ

ௗ௧
൅

௠ାయ
మ

௧
ቇ 𝐽௠ାయ

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ ൌ ఒ

ଶ
ቆ∑  ∞

௟ୀ଴
ሺିଵሻ೗ሺଶ௟ା௠ାయ

మ
ሻ

Γሺ௟ାଵሻΓቀ௟ା௠ାఱ
మ

ቁ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ା௠ାభ
మ ൅  

∑  ∞
௟ୀ଴

ሺିଵሻ೗ሺ௠ାయ
మ

ሻ

Γሺ௟ାଵሻΓቀ௟ା௠ାఱ
మ

ቁ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ା௠ାభ
మቇ ൌ                   (20) 

                                    ൌ ቀఒ

ଶ
ቁ ∑  ∞

௟ୀ଴
ሺିଵሻ೗ሺଶ௟ାଶ௠ାଷሻ

Γሺ௟ାଵሻΓሺ௟ା௠ାఱ
మ

ሻ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ା௠ାభ
మ .  

На підставі властивості гамма-функції  
Γሺ𝑙 ൅ 𝑚 ൅ 5/2ሻ ൌ ሺଶ௟ାଶ௠ାଷሻ

ଶ
Γሺ𝑙 ൅ 𝑚 ൅ 3/2ሻ  

із рівності (20) отримуємо  

ቆ ௗ

ௗ௧
൅

௠ାయ
మ

௧
ቇ 𝐽௠ାయ

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ ൌ 𝜆 ∑  ∞

௟ୀ଴
ሺିଵሻ೗

Γሺ௟ାଵሻΓቀ௟ା௠ାయ
మ

ቁ
ቀఒ௧

ଶ
ቁ

ଶ௟ା௠ାభ
మ ൌ  

=𝜆𝐽௠ାభ
మ
ሺ𝜆𝑡ሻ.                                                (21) 

Із формул (19), (21) та припущення індукції одержуємо  
𝑄௠ାଵ ቀ ௗ

ௗ௧
ቁ 𝐽௠ାయ

మ
ሺ𝜆𝑡ሻ ൌ ඥ2/𝜋𝜆௠ାభ

మ
ୱ୧୬ሺఒ௧ሻ

√௧
.  

Отже, твердження леми справедливе при 𝑛 ൌ 𝑚 ൅ 1. Лему дове-
дено. 
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Лема 3. [6] Нехай 𝑓 ∈ C௡ାଵሺሾ𝑎, 𝑏ሿ;ℝሻ, 𝑝௜ ∈ Cሺሾ𝑎, 𝑏ሿ;ℝሻ,  
𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑛ሽ, є такими, що для всіх 𝑡 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ виконується нерівність  

|𝑓ሺ௡ሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝑝௡ିଵሺ𝑡ሻ𝑓ሺ௡ିଵሻሺ𝑡ሻ ൅ ⋯ ൅ 𝑝଴ሺ𝑡ሻ𝑓ሺ𝑡ሻ| ൒ 𝛿 ൐ 0. 
Тоді для довільного 𝜀 ∈ ሺ0, 𝜀଴/2ሻ виконується оцінка  

measℝሼ𝑡 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ: |𝑓ሺ𝑡ሻ| ൏ 𝜀ሽ ൑ 𝐶଻max ቄ1; ெ

ఋ
𝐺ଵ

௡ቅ ට
ఌ

ఋ

೙
,  

де 𝜀଴ ൌ ఋ

ሺ௡ାଵሻீభ
೙, 𝐺ଵ ൌ 1 ൅ 𝑚𝑎𝑥

଴ஸ௝ஸ௡ିଵ
𝑚𝑎𝑥

௧∈ሾ௔,௕ሿ
ඥ|𝑝௜ሺ𝑡ሻ|

೙షೕ
, 

𝑀 ൌ ∑  ௡ାଵ
௝ୀଵ 𝑚𝑎𝑥

௧∈ሾ௔,௕ሿ
|𝑓ሺ௝ሻሺ𝑡ሻ|, де 𝐶଻ – додатна стала.  

Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в ℝଶ) векторів 
ሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿଶ, 𝑇଴ ൐ 0, нерівність (16) виконується для всіх (крім скі-
нченної кількості) натуральних 𝑘 при 

𝜔 ൐ ሺ𝜈 ൅ 1ሻ ቀ2𝜈 ൅ ଷ௣

ଶ
൅ ହ

ସ
ቁ ൅ 𝑝 ൅ ଵ

ସ
. 

Доведення. Запишемо визначник Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ у вигляді  
Δሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ൌ Υሺ௞,௧భ,௧మሻ

௧భ
ഌషభ/మ௧మ

ഌషభ/మ,                                  (22) 

Υሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ൌ 𝐽
ఔିଵ

ଶ
൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଵ൯𝐽

ఔିଵ
ଶ

൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଶ൯ െ 𝐽
ఔିଵ

ଶ
൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯𝐽

ఔିଵ
ଶ

൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଶ൯, 

та будемо розглядати Υሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ як функцію двох змінних ሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ у де-
якому фіксованому квадраті ሾ𝑇଴, 𝑇ሿଶ, 0 ൏ 𝑇଴ ൏ 𝑇. 

Для кожного натурального 𝑘 запровадимо такі множини: 
𝑊ఠሺ𝑘ሻ ൌ ሼሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿଶ: |Υሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ| ൏ 𝜆௞

ିఠሽ, 𝜔 ∈ ℝ. 
Нехай 𝑊ఠ – множина тих векторів, які належать до нескінченної кіль-
кості множин 𝑊ఠሺ𝑘ሻ, 𝑘 ∈ ℕ, тобто 

𝑊ఠ ൌ limsup௞→ା∞ ⋂ ⋃ 𝑊ఠሺ𝑘ሻ௞ஹ௄
ା∞
௄ୀଵ . 

В цих позначеннях для доведення теореми потрібно довести, що 
measℝమ𝑊ఠ ൌ 0. Згідно з лемою Бореля-Кантеллі [4] для доведення цьо-
го досить показати, що для деякого 𝜔 ∈ ℝ збіжним є ряд  

∑  ∞
௞ୀଵ measℝమ𝑊ఠሺ𝑘ሻ,                                      (23) 

Встановимо збіжність ряду (23) для 
𝜔 ൌ ሺ𝜈 ൅ 1ሻ ቀ2𝜈 ൅ ଷ௣

ଶ
൅ ହ

ସ
ቁ ൅ 𝑝 ൅ ଵ

ସ
൅ 𝜀̃, 𝜀̃ ൐ 0. 

Для цього, відзначимо, що включення  
𝑊ఠሺ𝑘ሻ ⊂ 𝑉ଵሺ𝑘ሻ ∪ 𝑉ଶሺ𝑘ሻ                                    (24) 

виконується для всіх натуральних чисел 𝑘, де  

𝑉ଵሺ𝑘ሻ ൌ ቊሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿଶ: |Υሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ| ൏ 𝜆௞
ିఠ,

ฬ𝐽
ఔିଵ

ଶ
ሺඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଶሻฬ ൒ 𝜆௞

ିఔା௣
ଶ ିଵ

ସିఌభቋ, 

𝑉ଶሺ𝑘ሻ ൌ ቊሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿଶ: ฬ𝐽ఔିభ
మ
൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଶ൯ฬ ൏ 𝜆௞

ିഌశ೛
మ

ିభ
ర

ିఌభቋ, 𝜀ଵ ൐ 0. 

Далі виконаємо розбиття множини 𝑉ଵሺ𝑘ሻ на дві множини: 
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𝑉ଵሺ𝑘ሻ ൌ ൫𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ ൈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ൯ ∪ ൫𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ ൈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ൯, 
де 

𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ: ൌ ൜𝑡ଵ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ: ሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ 𝑉ଵሺ𝑘ሻ, หsin൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯ห ൒ 𝜆௞

ି೛
మ

ିఙభൠ, 

𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ: ൌ ൜𝑡ଵ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ: ሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ 𝑉ଵሺ𝑘ሻ, หsin൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯ห ൑ 𝜆௞

ି೛
మ

ିఙభൠ, 

де 𝜎ଵ ൐ 0. 
Оцінимо міри одновимірних множин 𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ та 𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ. Для цього 

для кожного натурального 𝑘 розіб’ємо відрізок ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ на такі проміжки 
𝑆௤ሺ𝑘ሻ, 𝑞 ∈ ሼ1, … , 𝑁ଵሺ𝑘ሻሽ, та 𝑅௤ሺ𝑘ሻ, 𝑞 ∈ ሼ1, … , 𝑁ଶሺ𝑘ሻሽ, кінцями яких є то-
чки 𝑇଴, 𝑇 та 𝑡ଵ-нулі функцій 

𝑔௞
േሺ𝑡ଵሻ ൌ sin൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯ േ ଵ

ఒೖ

೛
మశ഑భ

, 𝑡ଵ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ, 

що 
∀𝑡ଵ ∈ 𝑆௤ሺ𝑘ሻ      หsin൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯ห ൒ ଵ

ఒೖ

೛
మశ഑భ

, 

∀𝑡ଵ ∈ 𝑅௤ሺ𝑘ሻหsin൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯ห ൏ ଵ

ఒೖ

೛
మశ഑భ

. 

Кількість 𝑡ଵ-нулів функцій 𝑔௞
േሺ𝑡ଵሻ на відрізку ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ дорівнює кількості 

цілих чисел 𝑚ଵ (відповідно, цілих чисел 𝑚ଶ), які справджують нерів-
ність 

𝑇଴ ൑ ଵ

ඥ௔మఒೖ
ቆ𝜋𝑚ଵ െ arcsin ଵ

ఒೖ
೛/మశ഑భ

ቇ ൑ 𝑇  

ቆ𝑇଴ ൑ ଵ

ඥ௔మఒೖ
ቆ𝜋𝑚ଶ ൅ arcsin ଵ

ఒೖ
೛/మశ഑భ

ቇ ൑ 𝑇ቇ.  

Очевидно, що для фіксованого 𝑘 кожна з функцій 𝑔௞
ାሺ𝑡ଵሻ і 𝑔௞

ିሺ𝑡ଵሻ може 
мати не більше ніж 𝐶଼ඥ𝜆௞ нулів, а тому кількість проміжків 𝑁௥ሺ𝑘ሻ за-
довольняє нерівність 

𝑁௥ሺ𝑘ሻ ൑ 𝐶଼ඥ𝜆௞, 𝐶଼ ൌ 1 ൅
ሺ்ି బ்ሻ√௔మ

గ
,   𝑟 ∈ ሼ1,2ሽ.        (25) 

Згідно з побудовою розбиття для кожного проміжка 𝑅௤ሺ𝑘ሻ, де 𝑞 ∈
ሼ1, … , 𝑁ଶሺ𝑘ሻሽ, існує 𝑙 ∈ ℤ таке, що 

𝑅௤ሺ𝑘ሻ ⊂ ൤ ଵ

ඥ௔మఒೖ
ቆ𝜋𝑙 െ arcsin ଵ

ఒೖ
೛/మశ഑భ

ቇ, ଵ

ඥ௔మఒೖ
ቆ𝜋𝑙 ൅ arcsin ଵ

ఒೖ
೛/మశ഑భ

ቇ቉. 

Тому  
measℝ𝑅௤ሺ𝑘ሻ ൑ ଶ

ඥ௔ೝఒೖ
arcsin ଵ

ఒೖ
೛/మశ഑భ

,   𝑞 ∈ ሼ1, … , 𝑁ଶሺ𝑘ሻሽ.        (26) 

Позначимо: 
𝑃ఔାଵ ቀ ௗ

ௗ௧
, 𝑘ቁ ൌ 𝑄ఔିଵ ቀ ௗ

ௗ௧
ቁ ቀ ௗమ

ௗ௧మ ൅ ଵ

௧

ௗ

ௗ௧
൅ 𝑎ଵ𝜆௞ െ ሺఔିଵ/ଶሻమ

௧మ ቁ.        (27) 
Із формули (27) та леми 2 для 𝑡ଵ ∈ 𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ випливають такі нерів-

ності  
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ቚ𝑃ఔାଵ ቀ ௗ

ௗ௧భ
, 𝑘ቁ Υሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻቚ ൌ  

ൌ ቤටଶ

గ
ሺ𝑎ଶ െ 𝑎ଵሻ𝜆௞

ഌ
మ ୱ୧୬൫ඥ௔మఒೖ௧భ൯

௧భ
𝐽ఔିభ

మ
൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଶ൯ቤ ൒  

൒ 𝐶ଽ𝜆௞

ି௣ିభ
ర

ିఌభିఙభ,   𝐶ଽ ൐ 0.                               (28) 
Оцінимо міри Лебега множин 𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ. Відзначимо, що із леми 1 

випливає оцінка 

𝑀 ൌ ∑  ఔାଶ
௥ୀଵ max

௧భ∈ሾ బ்,்ሿ
ቚ ௗೝ

ௗ௧భ
ೝ Υሺ𝑘, 𝑡ଵ, 𝑡ଶሻቚ ൑ 𝐶ଵ଴𝜆௞

యഌ
మ

ାభ
మ,𝐶ଵ଴ ൐ 0,    (29) 

а 𝐺ଵ ൌ 𝜆௞

భ
మ . Тому із леми 3 на підставі нерівностей (28), (29) отримуємо 

measℝ𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ ൑ 𝐶ଵଶ
ఒೖ

యഌ
మ శ

భ
మఒೖ

ഌ
మశ 

భ
మ

ఒೖ
ష೛ష

భ
రషഄభష഑భ

൭
ఒೖ

షഘ

ఒೖ
ష೛ష

భ
రషഄభష഑భ

൱

భ
ഌశభ

൑ 𝐶ଵଵ
ଵ

ఒೖ

೛
మశഄ෤

,      (30) 

де 𝜀̃ ൐ ሺ𝜈 ൅ 2ሻሺ𝜀ଵ ൅ 𝜎ଵሻ, 𝐶ଵଵ ൐ 0. 
Оскільки 

𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ ⊂ ൜𝑡ଵ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ: หsin൫ඥ𝑎ଶ𝜆௞𝑡ଵ൯ห ൑ 𝜆௞

ି೛
మ

ିఙభൠ,  

то, враховуючи оцінку (25), для міри Лебега множини множин 𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ 
маємо 

measℝ𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ ൑ ∑  ேమሺ௞ሻ
௤ୀଵ measℝ𝑅௤ሺ𝑘ሻ ൑  

൑ 𝐶଼ඥ𝜆௞
ଶ

ඥ௔ೝఒೖ
arcsin ଵ

ఒೖ

౦
మశ഑భ

൑ ଶ஼ఴ

√௔ೝ

ଵ

ఒೖ

౦
మశ഑భ

ൌ 𝐶ଵଶ
ଵ

ఒೖ

౦
మశ഑భ

.             (31) 

Тоді згідно з теоремою Фубіні на підставі оцінок (30) і (31) отримуємо, 
що 

measℝమ𝑉ଵሺ𝑘ሻ ൌ ׬ measℝ
்

బ்
𝑉෨ଵଵሺ𝑘ሻ𝑑𝑡ଶ ൅ ׬ measℝ

்

బ்
𝑉෨ଵଶሺ𝑘ሻ𝑑𝑡ଶ ൑  

൑ ሺ𝑇 െ 𝑇଴ሻሺ𝐶ଵଵ ൅ 𝐶ଵଶሻ ଵ

ఒೖ

೛
మశౣ౟౤ ሼ഑భ,ഄభሽ

.                        (32) 

Із доведення теореми 4 роботи [7] випливає, що для фіксованого 
натурального 𝑘 виконується нерівність 

measℝ ቊ𝑡ଶ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿ: ฬ𝐽ఔିభ
మ
൫ඥ𝑎ଵ𝜆௞𝑡ଶ൯ฬ ൏ 𝜆௞

ିഌశ೛
మ

ିభ
ర

ିఌభቋ ൑ 𝐶ଵଷ
ଵ

ఒೖ

೛
మశഄమ

, 

звідки за теоремою Фубіні 
measℝమ𝑉ଶሺ𝑘ሻ ൑ ሺ𝑇 െ 𝑇଴ሻ𝐶ଵଷ

ଵ

ఒೖ

೛
మశഄమ

,𝐶ଵଷ ൐ 0                    (33) 

Із включень (24), оцінок мір (32), (33) для множин 𝑉ଵሺ𝑘ሻ і 𝑉ଶሺ𝑘ሻ, 
отримуємо, що 

measℝమ𝑊ఠሺ𝑘ሻ ൑ measℝమ𝑉ଵሺ𝑘ሻ ൅ measℝమ𝑉ଶሺ𝑘ሻ ൑ 𝐶ଵସ
ଵ

ఒೖ

೛
మశഄయ

, 
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де 𝐶ଵସ ൌ ሺ𝑇 െ 𝑇଴ሻmax ሼሺ𝐶ଵଵ ൅ 𝐶ଵଶሻ, 𝐶ଵଷሽ, 𝜀ଷ ൌ min ሼ𝜎ଵ, 𝜀ଵ, 𝜀ଶሽ, звідки на 
підставі нерівностей (1) буде випливати збіжність ряду (23). Теорему 
доведено. 

Із теорем 2 та 3 випливає коректна розв’язність задачі (2) – (4) для 
майже всіх (стосовно міри Лебега в ℝଶ) векторів ሺ𝑡ଵ, 𝑡ଶሻ ∈ ሾ𝑇଴, 𝑇ሿଶ. 

Методи, описанi в данiй роботi можна поширити на випадок дво-
точкових задач для рiвнянь iз частиннними похiдними високих порядків. 
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This work investigates two-point problem in the time variable with 
Dirichlet-type conditions in the spatial coordinates for a 4th-order hyper-
bolic equation with the Bessel operator in a bounded cylindrical domain. 
The theorems of existence and uniqueness of the solution to the problem in 
the space of analytic functions with respect to the time variable t on a seg-
ment [0,T] are proven. The metric approach is used to establish lower bound 
estimates for expression values involving Bessel functions of a half-integer 
index. These expressions appear in the denominators of the Fourier series 
coefficients in the solution of the problem. 

Key words: hyperbolic equation, Bessel operator, small denominator, 
Lebesgue measure. 

 

 


