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Нехай 𝐿 – клас додатних зростаючих на ሾ0; ∞ሻ функцій, а 𝐿ଵ – 

його підклас, який складається з функцій ℎ ∈ 𝐿 таких, що ℎ ቀ𝑥  ଵ

ሺ௫ሻ
ቁ ൌ

ൌ 𝑂ሺℎሺ𝑥ሻሻ, ሺ𝑥 → ∞ሻ. Для вимірної за Лебегом множини 𝐸 ⊂ ሾ0; ∞ሻ, 
що має скінченну міру Лебега meas 𝐸 ൌ   ா 𝑑𝑥 ൏ ∞, визначимо її ниж-
ню асимптотичну ℎ-щільність у нескінченності 

𝑑ℎሺ𝐸ሻ ൌ lim
ோ→ା∞

ℎሺ𝑅ሻ ⋅ measሺ𝐸 ∩ ሾ𝑅; ∞ሻሻ. 

Нехай 𝑆ሺ𝑎, 𝑏ሻ, െ∞  𝑎 ൏ 𝑏  ∞, – клас аналітичних в  
𝛱ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ ሼ𝑧: 𝑎 ൏ Re 𝑧 ൏ 𝑏ሽ функцій таких, що ൫∀𝑥 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ൯:  𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ: ൌ
ൌ supሼ|𝐹ሺ𝑡  𝑖𝑦ሻ|: 𝑎 ൏ 𝑡  𝑥, 𝑦 ∈ ℝሽ ൏ ∞, а 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ ൌ ሺln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻሻ′ା – 
правостороння похідна. Доведено таку теорему: нехай функції Φ, ℎ ∈ 𝐿, 
такі, що ℎሺ2𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ. Якщо 𝐹 ∈ 𝑆∞ሺ0,∞ሻ і 

ሺ∃𝑥 ↗ ∞  ሺ𝑛 → ∞ሻሻ:    𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  Φሺ𝑥ሻሺ𝑛  1ሻ, 
то співвідношення 𝐹′ሺ𝑧ሻ ൌ ሺ1  𝑜ሺ1ሻሻ𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ𝐹ሺ𝑧ሻ виконується при 
𝑥 → ∞ሺ𝑥 ∉ 𝐸, 𝑑ℎሺ𝐸ሻ ൌ 0ሻ для всіх 𝑧 таких, що 𝑅𝑒𝑧 ൌ 𝑥 і |𝐹ሺ𝑧ሻ| ൌ ሺ1 
𝑜ሺ1ሻሻ𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ при 𝑥 → ∞. 
 

1. Вступ 
Нехай Πሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ ሼ𝑧: 𝑎 ൏ 𝑅𝑒 𝑧 ൏ 𝑏ሽ а 𝑆ሺ𝑎, 𝑏ሻ, െ∞  𝑎 ൏ 𝑏  ∞, – 

клас аналітичних в Πሺ𝑎, 𝑏ሻ функцій таких, що  
ሺ∀𝑥 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻሻ:  𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ ൌ

ௗ
supሼ|𝐹ሺ𝑡  𝑖𝑦ሻ|: 𝑎 ൏ 𝑡  𝑥, 𝑦 ∈ ℝሽ ൏ ∞. 

За принципом максимуму модуля 𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ ൌ supሼ|𝐹ሺ𝑥  𝑖𝑦ሻ|: ∈ ℝሽ – не-
спадна функція на ሺ𝑎, 𝑏ሻ, а за теоремою про три прямі функція  
ln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ – опукла на ሺ𝑎, 𝑏ሻ (див. [1, с. 145, с. 266]), а тому для всіх 
𝑥 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ права похідна 𝐿ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ ൌ

ௗ
ሺln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻሻ′ା існує і є неспа-

дною на інтервалі ሺ𝑎, 𝑏ሻ. 
Через 𝑆ஶሺ𝑎, 𝑏ሻ позначимо підклас класу 𝑆ሺ𝑎, 𝑏ሻ, який складається з 

тих функцій 𝐹 ∈ 𝑆ሺ𝑎, 𝑏ሻ, що 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ → ∞    ሺ𝑥 → 𝑏 െ 0ሻ. 
Надалі розглядатимемо тільки клас 𝑆ஶሺ0, ∞ሻ, що не впливатиме 

на загальність нашого розгляду. 
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Відомо (див. [1, с.149, теорема 1.3.17]), що для функцій  
𝐹 ∈ 𝑆ஶሺ0, ∞ሻ співвідношення  

𝐹′ሺ𝑧ሻ ൌ ሺ1  𝑜ሺ1ሻሻ𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ ⋅ 𝐹ሺ𝑧ሻ                           (1) 
є правильним при 𝑥 → ∞𝑥 ∈ ሾ0, ∞ሻ\𝐸, тобто, зовні деякої множини 
𝐸 скінченної міри Лебега, для всіх 𝑧, таких, що  Re 𝑧 ൌ 𝑥 і  

|𝐹ሺ𝑧ሻ| ൌ ሺ1  𝑜ሺ1ሻሻ𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ                               (2) 
при 𝑥 → ∞. Це твердження про співвідношення (1) застосовується у 
дослідженні властивостей аналітичних розв’язків диференційних рів-
нянь (див., наприклад, [1]). Проте межі застосовності останнього твер-
дження у певному сенсі є обмежені класом тих функцій 𝐹 ∈ 𝑆ஶሺ0, ∞ሻ, 
що мають скінченний 𝑅-порядок, тобто, таких, що  

𝜌ோሺ𝐹ሻ ൌ
ௗ

lim
௫→ାஶ

୪୬୪୬ெሺ௫,ிሻ

௫
൏ ∞.  

Для дослідження зростання аналітичних розв’язків 𝐹 ∈ 𝑆ஶሺ0, ∞ሻ не-
скінченного 𝑅-порядку це твердження застосовне вже не досить ефек-
тивно, позаяк інформація про виняткову множину, що міститься в да-
ному твердженні є доволі загальною. Власне, вимагається точніша ін-
формація про виняткову множину у цьому співвідношенні. Виявляється 
(див., наприклад, [2]), що подібну інформацію можна отримати у підк-
ласах, що визначаються обмеженнями на мінімально допустиму швид-
кість зростання при 𝑥 → ∞ максимуму модуля 𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ. 

Перш ніж сформулювати отримане там твердження нам потрібно 
навести деякі означення. 

Нехай 𝐿 – клас додатних зростаючих на ሾ0; ∞ሻ функцій, а 𝐿ଵ – 
його підклас, який складається з функцій ℎ ∈ 𝐿 таких, що  

ℎ ቀ𝑥  ଵ

ሺ௫ሻ
ቁ ൌ 𝑂ሺℎሺ𝑥ሻሻ, ሺ𝑥 → ∞ሻ.  

Нехай ℎ ∈ 𝐿. Для вимірної за Лебегом множини 𝐸 ⊂ ሾ0; ∞ሻ, що має 
скінченну міру Лебега meas 𝐸 ൌ   ா 𝑑𝑥 ൏ ∞, визначимо її верхню і ниж-
ню асимптотичні ℎ-щільності у нескінченності, відповідно, рівностями  

𝒟ሺ𝐸ሻ ൌ lim
ோ→ାஶ

ℎሺ𝑅ሻ ⋅ meas ሺ𝐸 ∩ ሾ𝑅; ∞ሻሻ, 
𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ lim

ோ→ାஶ
ℎሺ𝑅ሻ ⋅ meas ሺ𝐸 ∩ ሾ𝑅; ∞ሻሻ. 

Теорема 1.1 ([2]). Нехай функції Φ ∈ 𝐿, ℎ ∈ 𝐿ଵ – такі, що 
ℎሺ𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ. Якщо 𝐹 ∈ 𝒮ሺ0, ∞ሻ і 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  Φሺ𝑥ሻሺ𝑥  𝑥ሻ, 
то співвідношення (1) справджується при 𝑥 → ∞ሺ𝑥 ∉ 𝐸, 𝒟ሺ𝐸ሻ ൌ 0ሻ 
для всіх 𝑧, Re 𝑧 ൌ 𝑥, таких, що (2) виконується при 𝑥 → ∞. 

Схема доведення цієї теореми в [2] загалом збігається зі схемою 
доведення теореми 1.3.17 в [1, с.149] і використовує таку лему типу Бо-
реля-Неванлінни.  
Лема 1.1 (Скасків, Стасюк [2]). Нехай неперервна справа неспадна на 
ሾ𝑟, ∞ሻ функція 𝑢ሺ𝑟ሻ та функції Φ ∈ 𝐿, ℎ ∈ 𝐿ଵ – такі, що  

𝑢ሺ𝑟ሻ  Φሺ𝑟ሻሺ𝑟  𝑟ሻ,    ℎሺ𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ. 
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Тоді існує функція 𝛿ሺ𝑢ሻ ↗ ∞ሺ𝑢 → ∞ሻ, така, що 𝛿ሺ𝑢ሻ  𝑢ሺ𝑢  𝑢ሻ, а 
множина 𝐸 ൌ ቄ𝑟  𝑟: 𝑢 ቀ𝑟  ఋሺ௨ሺሻሻ

௨ሺሻ
ቁ  ቀ1  ଵ

ఋሺ௨ሺሻሻ
ቁ 𝑢ሺ𝑟ሻቅ має нульову 

верхню асимптотичну ℎ-щільність в нескінченності, тобто, 𝒟ሺ𝐸ሻ ൌ 0.   
У даній роботі ми доведемо аналог цього варіанту леми типу Бо-

реля-Неванлінни для дещо ширшого класу аналітичних функцій, а потім 
за схемою доведення теореми 1 в [2] доведемо її аналог. 

2. Нова лема типу Бореля-Неванлінни 
Лема 2.1. Нехай неперервна справа неспадна на ሾ𝑟, ∞ሻ функція 𝑢ሺ𝑟ሻ 
та функції Φ ∈ 𝐿, ℎ ∈ 𝐿ଵ – такі, що ℎሺ2𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ і  

ሺ∃𝑥 ↗ ∞  ሺ𝑛 → ∞ሻሻ:    𝑢ሺ𝑥ሻ  Φሺ𝑥ሻሺ𝑛  1ሻ. 
Тоді існує функція 𝛿ሺ𝑢ሻ ↗ ∞ሺ𝑢 → ∞ሻ, така, що 𝛿ሺ𝑢ሻ  𝑢ሺ𝑢  𝑢ሻ, а 
множина 𝐸 ൌ ቄ𝑟  𝑟: 𝑢 ቀ𝑟  ఋሺ௨ሺሻሻ

௨ሺሻ
ቁ  ቀ1  ଵ

ఋሺ௨ሺሻሻ
ቁ 𝑢ሺ𝑟ሻቅ має нульову 

нижню асимптотичну ℎ-щільність в нескінченності, тобто, 𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ 0. 
Доведення леми 2. Міркуємо спочатку подібно, як і в [2]. Доведемо, що 
для всіх 𝛿  𝑟, 𝑟 ൌ 1 множина 𝐸ሺ𝛿ሻ ൌ ቄ𝑟  1: 𝑢ሺ𝑟  ఋ

௨ሺሻ
ሻ  ሺ1 

 ଵ

ఋ
ሻ𝑢ሺ𝑟ሻቅ має нульову асимптотичну ℎ-щільність в нескінченності, тобто 

𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ 0. 
Не зменшуючи загальності припустимо, що множина 𝐸ሺ𝛿ሻ – необ-

межена. У протилежному випадку твердження леми – тривіальне. 
Позначимо  

𝐸ሺ𝛿, 𝑟ሻ ൌ 𝐸ሺ𝛿ሻ ∩ ሾ𝑟; ∞ሻ, 𝑟ଵ ൌ infሼ𝑟: 𝑟 ∈ 𝐸ሺ𝛿, 𝑟ሻሽ, 𝑟ଵ
ᇱ ൌ 𝑟ଵ  ఋ

௨ሺభሻ
.  

Нехай 𝑛 ∈ ℕ. Припустимо, що 𝑟ଵ, . . . , 𝑟 i 𝑟ଵ
ᇱ, . . . , 𝑟

ᇱ вже визначені. 
Визначимо  

𝑟ାଵ ൌ
ௗ

infሼ𝑟: 𝑟 ∈ 𝐸ሺ𝛿, 𝑟
ᇱሻሽ, 𝑟ାଵ

ᇱ ൌ
ௗ

𝑟ାଵ  ఋ

௨ሺశభሻ
,  

𝐸ሺ𝛿, 𝑟
ᇱሻ ൌ ቄ𝑟  𝑟

ᇱ: 𝑢 ቀ𝑟  ఋ

௨ሺሻ
ቁ  ሺ1  ଵ

ఋ
ሻ𝑢ሺ𝑟ሻቅ.  

Нескладно зрозуміти, що 𝐸ሺ𝛿ሻ ⊂ ⋃  ஶ
ୀଵ ሾ𝑟, 𝑟

ᇱሿ. 
За побудовою  

𝑢ሺ𝑟ାଵሻ  𝑢ሺ𝑟
ᇱሻ ൌ 𝑢ሺ𝑟  ఋ


ሻ  ሺ1  ଵ

ఋ
ሻ𝑢ሺ𝑟ሻ.  

Звідси, 𝑟 ↗ ∞ሺ𝑛 → ∞ሻ i 𝑢ሺ𝑟ାଵሻ  ሺ1  ଵ

ఋ
ሻ𝑢ሺ𝑟ሻ, ሺ𝑘  1ሻ, звідки  

𝑢ሺ𝑟ାଵሻ െ 𝑢ሺ𝑟ሻ  ௨ሺೖሻ

ఋ
ሺ𝑘  1ሻ.  

Отже, ఋሺ௨ሺೖశభሻି௨ሺሻሻ

௨ሺೖሻ
 1ሺ𝑘  1ሻ. Тому, для 𝑟 ∈ ሾ𝑟

ᇱ, 𝑟ାଵሿ ми отримаємо 

 meas 𝐸ሺ𝛿, 𝑟ሻ  ∑  ାஶ
ୀାଵ ሺ𝑟

ᇱ െ 𝑟ሻ ൌ ∑  ାஶ
ୀାଵ

ఋ

௨ሺೖሻ
 

 ఋ

௨ሺశభሻ
 𝛿ଶ ∑  ାஶ

ୀାଶ
௨ሺೖሻି௨ሺೖషభሻ

௨ሺೖሻ௨ሺೖషభሻ
ൌ ఋ

௨ሺశభሻ
  

𝛿ଶ ∑  ାஶ
ୀାଶ ቀ ଵ

௨ሺೖషభሻ
െ ଵ

௨ሺೖሻ
ቁ ൌ ఋାఋమ

௨ሺశభሻ
.  
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Подібно, для 𝑟 ∈ ሺ𝑟, 𝑟
ᇱሻ отримуємо, що  

meas 𝐸ሺ𝛿, 𝑟ሻ  ∑  ାஶ
ୀ ሺ𝑟

ᇱ െ 𝑟ሻ  ఋ

௨ሺೖሻ
 𝛿ଶ ∑  ାஶ

ୀାଵ
௨ሺೖሻି௨ሺೖషభሻ

௨ሺೖሻ௨ሺೖషభሻ
 ఋାఋమ

௨ሺሻ
.  

Нехай 𝑥 ∈ ሾ𝑟
ᇱ, 𝑟ାଵሿ, тоді  

ℎ൫𝑥൯meas 𝐸൫𝛿, 𝑥൯  ℎ൫𝑥൯ ఋାఋమ

௨ሺశభሻ


൫௫ೕ൯൫ఋାఋమ൯

௨൫௫ೕ൯
ൌ 𝑜ሺ1ሻ   ሺ𝑗 → ∞ሻ.  

Якщо ж 𝑥 ∈ ሺ𝑟, 𝑟
ᇱሻ, то 2𝑥  2𝑟  𝑟  ఋ

௨ሺሻ
ൌ 𝑟

ᇱ. Звідси, якщо  
2𝑥  𝑟ାଵ, то як і вище отримаємо, що  

ℎ൫2𝑥൯meas 𝐸ሺ𝛿, 2𝑥ሻ  ℎሺ2𝑥ሻ ఋାఋమ

௨ሺଶ௫ೕሻ
.  

Якщо ж 2𝑥  𝑟ାଵ, то  

meas 𝐸൫𝛿, 2𝑥൯  meas 𝐸ሺ𝛿, 𝑟ାଵሻ  ఋାఋమ

௨ሺశభሻ
 ఋାఋమ

௨ሺ௫ೕሻ
.  

Тому,  
ℎ൫2𝑥൯meas 𝐸ሺ𝛿, 2𝑥ሻ 

ሺଶ௫ೕሻሺఋାఋమሻ

௨ሺ௫ೕሻ


ሺଶ௫ೕሻሺఋାఋమሻ

ሺ௫ೕሻ
ൌ 𝑜ሺ1ሻ.  

Отже, ሺ∀𝛿  0ሻ: 𝑑𝐸ሺ𝛿ሻ ൌ 0. 
Позначимо тепер 𝑥

ᇱ ൌ 2𝑥. Тоді  
ℎ൫𝑥

ᇱ൯meas 𝐸൫𝛿, 𝑥
ᇱ൯  𝜀      ሺ∀𝑗  𝑗ሺ𝜀, 𝛿ሻሻ.                    (3) 

Нехай 𝑟ሺሻ ൌ 𝑥బ
ᇱ ሺ𝜀, 𝛿ሻሺ𝑛 ∈ ℕሻ, а ሺ𝜀ሻ – фіксована послідовність додат-

них чисел, яку ми виберемо пізніше. Не зменшуючи загальності, може-
мо вважати, що 𝑟ሺାଵሻ  𝑟ሺሻሺ𝑛 ∈ ℕሻ. Для всіх 𝑛 ∈ ℕ і всіх  
𝑟 ∈ ሾ𝑟ሺሻ, 𝑟ሺାଵሻሻ визначимо функції 𝛿ሺ𝑢ሻ і 𝜀ሺ𝑟ሻ так, щоб виконувались 
рівності 𝛿ሺ𝑢ሺ𝑟ሻሻ ൌ 𝛿, 𝜀ሺ𝑟ሻ ൌ 𝜀. 
Зрозуміло, що якщо 𝜀 → 0ሺ𝑛 → ∞ሻ, то 𝜀ሺ𝑟ሻ → 0ሺ𝑟 → ∞ሻ. 

Для множини 𝐸∗ ൌ
ௗ

⋃  ஶ
ୀଵ ሺሾ𝑟ሺሻ, 𝑟ሺାଵሻሻ ∩ 𝐸ሺ𝛿, 𝑟ሺሻሻሻ, вибираючи 

𝜀 ൌ 𝑛ିଶሺ𝑛 ∈ ℕሻ, з нерівності (3) тепер отримаємо  
ℎ൫𝑟ሺሻ൯meas ቀ𝐸∗ ∩ ൣ𝑟ሺሻ, ∞൯ቁ  ℎ൫𝑟ሺሻ൯ ∑  ାஶ

ୀ meas ൫𝐸൫𝛿, 𝑟ሺሻ൯ ∩

ሾ𝑟ሺሻ, 𝑟ሺାଵሻሻ൯  ℎሺ𝑟ሺሻሻ ∑  ାஶ
ୀ

ఌೖ

ሺሺೖሻሻ
 ∑  ାஶ

ୀ
ଵ

మ ൌ 𝑜ሺ1ሻ.  

Тому 𝑑ሺ𝐸∗ሻ ൌ 0. 
Остаточно тепер для всіх 𝑛 ∈ ℕ і всіх 𝑟 ∈ ሾ𝑟ሺሻ, 𝑟ሺାଵሻሻ\𝐸∗ з доведе-

ного вище отримуємо, що  
𝑢ሺ𝑟  ఋሺ௨ሺሻሻ

௨ሺሻ
ሻ ൌ 𝑢ሺ𝑟  ఋ

௨ሺሻ
ሻ ൏ ሺ1  ଵ

ఋ
ሻ𝑢ሺ𝑟ሻ ൌ ሺ1  ଵ

ఋሺ௨ሺሻሻ
ሻ𝑢ሺ𝑟ሻ.   

Лему повністю доведено.  
3. Основна теорема 

Теорема 3.1. Нехай функції Φ, ℎ ∈ 𝐿, такі, що ℎሺ2𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ. 
Якщо 𝐹 ∈ 𝑆ஶሺ0, ∞ሻ і  

ሺ∃𝑥 ↗ ∞  ሺ𝑛 → ∞ሻሻ:    𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  Φሺ𝑥ሻሺ𝑛  1ሻ, 
то співвідношення (1) виконується при 𝑥 → ∞ሺ𝑥 ∉ 𝐸, 𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ 0ሻ для 
всіх 𝑧 таких, що Re𝑧 ൌ 𝑥 і |𝐹ሺ𝑧ሻ| ൌ ሺ1  𝑜ሺ1ሻሻ𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ при 𝑥 → ∞. 
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Доведення. У доведенні теореми 2 використовуватимемо лему типу ле-
ми Бореля-Неванлінни, доведену вище. З цієї леми, застосованої до фу-
нкції 𝑢ሺ𝑟ሻ ൌ 𝐿ሺ𝑟, 𝐹ሻ, де 𝐿ሺ𝑟, 𝐹ሻ ൌ 𝐿ሺ𝑟, 𝐹ሻ в точках неперервності 
𝐿ሺ𝑟, 𝐹ሻ і 𝐿ሺ𝑥ଵ, 𝐹ሻ ൌ lim→௫భା𝐿ሺ𝑟, 𝐹ሻ у точці 𝑥ଵ – точці розриву 𝐿ሺ𝑟, 𝐹ሻ, 
для всіх 𝑥 ∈ ሾ0; ∞ሻ\𝐸ሺ𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ 0ሻ, оскільки точок розриву 𝑥ଵ не біль-
ше, ніж зліченна кількість, отримуємо нерівність  

𝐿ሺ𝑥  ఋሺ௫ሻ

ሺ௫,ிሻ
, 𝐹ሻ ൏ ሺ1  ଵ

ఋሺ௫ሻ
ሻ𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  

де 𝛿ሺ𝑥ሻ ൌ 𝛿ሺ𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻሻ. Отже, для всіх |𝜏|  𝜓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝛿ሺ𝑥ሻ/𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ i 
𝑥 ∈ ሾ0; ∞ሻ\𝐸 

𝐿ሺ𝑥  𝜏, 𝐹ሻ െ 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ ൏ 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ/𝛿ሺ𝑥ሻ. 
Нехай функція 𝜀ሺ𝑥ሻ → 0ሺ𝑥 → ∞ሻ, а 𝑤 ൌ 𝑥  𝑖𝑡 довільна точка, така, 
що |𝐹ሺ𝑤ሻ|  𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻሺ1  𝜀ሺ𝑥ሻሻିଵ. З опуклості ln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ випливає, що 
для всіх ሼ𝑥, ℎሽ ⊂ ℝ 

ln𝑀ሺ𝑥  ℎ, 𝐹ሻ െ ln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ  ℎ𝐿ሺ𝑥  ℎ, 𝐹ሻ, 
Тому,  

ln𝑀ሺ𝑥  ℎ, 𝐹ሻ െ ln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ െ ℎ𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  |ℎ||𝐿ሺ𝑥  ℎ, 𝐹ሻ െ 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ|. 
Отже, для всіх |𝜏|  𝜓ሺ𝑥ሻ i 𝑥 ∈ ሾ0; ∞ሻ\𝐸 

ln𝑀ሺ𝑥  𝜏, 𝐹ሻ െ ln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ െ 𝜏𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  1. 
Тому, для всіх 𝑥 ∈ ሾ0; ∞ሻ\𝐸 і 𝜂 ∈ ℂ, |Re 𝜂|  𝜓ሺ𝑥ሻ 

|
𝐹ሺ𝑤  𝜂ሻ

𝐹ሺ𝑤ሻ
𝑒ିఎሺ௫,ிሻ|  ሺ1  𝜀ሺ𝑥ሻሻexpሼln𝑀ሺ𝑥  Re 𝜂, 𝐹ሻ െ  

െln𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ െ Re 𝜂𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻሽ  ሺ1  𝜀ሺ𝑥ሻሻ𝑒. 
Очевидно, та сама нерівність виконується для всіх 𝜂 ∈ ℂ|𝜂|  𝜓ሺ𝑥ሻ𝑥 ∈ 𝐸, 
позаяк ሼ𝜂 ∈ ℂ: |𝜂|  𝑎ሽ ⊂ ሼ𝜂 ∈ ℂ: |Re 𝜂|  𝑎ሽ. 
Розглянемо тепер для 𝜂: |𝜂|  𝜓ሺ𝑥ሻሺ𝑥 ∈ 𝐸ሻ функцію  

𝑔ሺ𝜂ሻ ൌ ிሺ௪ାఎሻ

ிሺ௪ሻ
𝑒ିఎሺ௫,ிሻ െ 1.  

За лемою Шварца, для всіх 𝜂: |𝜂|  𝜓ሺ𝑥ሻ, маємо  
|𝑔ሺ𝜂ሻ|  ሺ1  𝑒ሺ1  𝜀ሺ𝑥ሻሻሻ |ఎ|

టሺ௫ሻ
ൌ 𝑐ሺ𝑥ሻ |ఎ|

టሺ௫ሻ
,  

де 𝑐ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ1  𝑒ሺ1  𝜀ሺ𝑥ሻሻሻ. Звідси, для всіх 𝜂, |𝜂| ൏ 𝜓ሺ𝑥ሻ/𝑐ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ 𝐸,  
| ிሺ௪ାఎሻ

ிሺ௪ሻ
𝑒ିఎሺ௫,ிሻ|  1 െ |𝑔ሺ𝜂ሻ|  0.  

Зокрема, звідси випливає, що для всіх |𝜂| ൏ 𝜓ሺ𝑥ሻ/𝑐ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ∈ 𝐸, викону-
ється |𝐹ሺ𝑤  𝜂ሻ|  0. Тому функція  

𝐺ሺ𝜂ሻ ൌ   ఎ


ிᇲሺ௪ାఎሻ

ிሺ௪ାఎሻ
𝑑𝜏 െ 𝜂𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ,    𝐺ሺ0ሻ ൌ 0,  

є аналітичною в крузі ሼ𝜂: |𝜂| ൏ 𝜓ሺ𝑥ሻ/𝑐ሺ𝑥ሻሽ. Зауважимо, що  
𝐺ᇱሺ0ሻ ൌ ிᇲሺ௪ሻ

ிሺ௪ሻ
െ 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ і для всіх 𝜂: |𝜂|  𝑞 ൏ 𝜓ሺ𝑥ሻ/𝑐ሺ𝑥ሻ, виконується  

Re 𝐺ሺ𝜂ሻ ൌ ln| ிሺ௪ାఎሻ

ிሺ௪ሻ
𝑒ିఎሺ௫,ிሻ| ൌ ln|1  𝑞ሺ𝜂ሻ|  ln ቀ1  ሺ௫ሻ

టሺ௫ሻ
ቁ.  

Звідси, за модифікованою нерівністю Коші, отримуємо  
|𝐺ᇱሺ0ሻ|𝑞  2supሼRe 𝐺ሺ𝜂ሻ: |𝜂|  𝑞ሽ  2ln ቀ1  ሺ௫ሻ

టሺ௫ሻ
ቁ.  
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Остаточно, при ሺ𝑥 → ∞ሻሺ𝑥 ∉ 𝐸ሻ 
| ிᇲሺ௪ሻ

ிሺ௪ሻ

ଵ

ሺ௫,ிሻ
െ 1|  ଶ

ሺ௫,ிሻ
ln ቀ1  ሺ௫ሻ

టሺ௫ሻ
ቁ   

 ଶሺ௫ሻ

ሺ௫,ிሻటሺ௫ሻ
ൌ ሺ௫ሻ

ఋሺሺ௫,ிሻሻ
ൌ 𝑜ሺ1ሻ  

для всіх 𝑤 ൌ 𝑥  𝑖𝑡, таких, що |𝐹ሺ𝑤ሻ|  𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻሺ1  𝜀ሺ𝑥ሻሻିଵ. Теорему 2 
доведено.                                                                                                   
Гіпотеза 1. В лемі 2 і теоремі 2 умову ℎሺ2𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ можна 
замінити на умову ℎሺ𝑟ሻ ൌ 𝑜ሺΦሺ𝑟ሻሻሺ𝑟 → ∞ሻ.  
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Let 𝐿 be the class of the positive increasing on ሾ0; ∞ሻ functions, and 

𝐿ଵ be the subclass of the functions ℎ ∈ 𝐿 such that ℎ ቀ𝑥  ଵ

ሺ௫ሻ
ቁ ൌ 

ൌ 𝑂ሺℎሺ𝑥ሻሻ, ሺ𝑥 → ∞ሻ. For measurable by Lebesgue set 𝐸 ⊂ ሾ0; ∞ሻ, of fi-
nite Lebesgue measure meas 𝐸 ൌ   ா 𝑑𝑥 ൏ ∞, we define the lower asymp-
totic ℎ-density of 𝐸 on ∞ 

𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ lim
ோ→ାஶ

ℎሺ𝑅ሻ ⋅ meas ሺ𝐸 ∩ ሾ𝑅; ∞ሻሻ. 

Let 𝑆ሺ𝑎, 𝑏ሻ be the class of analytic in 𝛱ሺ𝑎, 𝑏ሻ ൌ ሼ𝑧: 𝑎 ൏ Re 𝑧 ൏ 𝑏ሽ 
functions such that  

൫∀𝑥 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ൯:  𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ ≔ supሼ|𝐹ሺ𝑡  𝑖𝑦ሻ|: 0 ൏ 𝑡  𝑥, 𝑦 ∈ ℝሽ ൏ ∞, 
and 𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ ൌ ሺ𝑙𝑛𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻሻ′ା is the right-hand derivative. In the paper, it is 
proved the following theorem: let Φ, ℎ ∈ 𝐿 be the functions such that 
ℎሺ2𝑟ሻ ൌ 𝑜൫Φሺ𝑟ሻ൯ሺ𝑟 → ∞ሻ. If 𝐹 ∈ 𝑆∞ሺ0,∞ሻ and ൫∃𝑥 ↗ ∞  ሺ𝑛 →
∞ሻ൯:    𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ  Φሺ𝑥ሻሺ𝑛  1ሻ, the relation 𝐹′ሺ𝑧ሻ ൌ ൫1  𝑜ሺ1ሻ൯  
𝐿ሺ𝑥, 𝐹ሻ𝐹ሺ𝑧ሻ holds as 𝑥 → ∞ሺ𝑥 ∉ 𝐸, 𝑑ሺ𝐸ሻ ൌ 0ሻ for all 𝑧 such that 
Re 𝑧 ൌ 𝑥 and |𝐹ሺ𝑧ሻ| ൌ ሺ1  𝑜ሺ1ሻሻ𝑀ሺ𝑥, 𝐹ሻ as 𝑥 → ∞ 

Key words: analytic function, strip, exceptional set, Wiman-Valiron 
theory.  


