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Багато задач в області цифрової обробки сигналів та зв’язку, 

теорії автоматичного керування, теорії керованих систем скінченного 
стану, теорії відтворення образів і теорії пристроїв передачі даних 
можна перетворити на алгебраїчні задачі для поліноміальних матриць 
Лорана, і вони можуть бути розв’язані за допомогою існуючих алгеб-
раїчних методів. Ефективні алгебраїчні алгоритми, які базуються на 
перетвореннях поліноміальних матриць Лорана та їх факторизаціях, 
дозволяють здійснити повний аналіз динаміки системи. 

Введене поняття напівскалярної еквівалентності поліномних мат-
риць Лорана і встановлена для них нижня трикутна форма з інваріант-
ними множниками на головній діагоналі, а також отримана умова регу-
ляризації поліноміальних матриць Лорана, дозволяє знайти умови факто-
ризації симетричних матриць Лорана на кільцем поліномів з інволюцією. 

У статті розглянуто задачу про факторизації симетричних по-
ліноміальних матриць Лорана над кільцем з інволюцією. Отримано не-
обхідні і достатні умови факторизації таких матриць із регулярним 
множником з наперед заданою канонічною формою Сміта. Отримано 
критерій факторизації симетричних поліноміальних матриць Лорана, 
яка є паралельною до факторизації її форми Сміта.  

Ключові слова: регулярна поліноміальна матриця Лорана, верхній 
і нижній степінь поліноміальної матриці Лорана, факторизація симе-
тричної поліноміальної матриці Лорана, канонічна форма Сміта, зна-
чення матриці на системі коренів діагональних елементів. 

 
Вступ 

Нехай ])[( xM n C  і ]),[( 1xxM n C  – кільце поліноміальних nn  
матриць і кільце поліноміальних nn  матриць Лорана (кільце 
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квазіполіномних матриць) над полем комплексних чисел C  відповідно, 
а ])[( xGLn C  і ]),[( 1xxGLn C  їхні відповідні групи оборотних 
елементів. 

Верхнім і нижнім степенем поліноміальної матриці Лорана )(xA  

вигляду m
m

l
l xAAxAxA  
  0)( , )(Cni MA   називають 

відповідно числа )(deg xAm  , якщо OmA , і 

)(deg)(deg 1 xAxAl , якщо OlA , де lm  , O – нульова 
матриця. Степенем поліноміальної матриці Лорана )(xA  називають 
число ),(deg)(deg)(deg xAxAxA   тобто .lms    

Надалі розглядатимемо матриці )(xA , для яких 0)(det xA . 

Поліноміальну матрицю Лорана 



m

li

i
i xAxA )( , )(Cni MA   називають 

регулярною, якщо ,0det lA  0det mA .  
Матриці над кільцями комплексних та дійсних квазімногочленів з 

інволюціями різних типів, зокрема факторизація таких матриць вперше 
вивчались у праці [1]. Використовуючи результати, які стосуються 
проблеми виділення регулярних множників з поліномних матриць [2], і 
їх напівскалярної еквівалентності [2], [3], було отримано необхідні та 
достатні умови існування [4] та єдиності [5], [6] факторизації 
симетричних матриць над кільцями поліномів з інволюцією. 

Формування мети дослідження 
Нехай в кільці квазіполіномів  









 


 CC i

p

li

i
i axaxfxx ,)(],[ 1   

введена інволюція   одним із таких можливих способів [1]: 

)(  
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

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


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 p

li

i
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i
i xaxa ,  

)(  
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







 p

li

i
i

p

li

i
i xaxa ,)(    (1) 

  )(  














 p

li

i
i

p

li

i
i xaxa .)(  

На кільце матриць ]),[( 1xxM n C  інволюцію   перенесемо так: 
  )()()( xaxaxA jiij . 
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Поліномну матрицю Лорана )(xA  називають  -симетричною, 
якщо  )()( xAxA . 

Очевидно, що кожну таку матрицю )(xA  можна зобразити як 
матричний поліном, який у випадку  -симетричності має вигляд 

,,)( ii

m

mi

i
i AAxAxA  


  

а   – одна із вказаних в (1) інволюцій.  
У праці [7] введене поняття напівскалярної еквівалентності 

поліноміальних матриць максимального рангу над алгебраїчно 
замкнутим полем F  характеристики 0 (зокрема, поле комплексних 
чисел C ) і встановлена там нижня трикутна форма матриць зіграли 
важливу роль у побудові теорії розкладності матричних поліномів на 
множники. Ці результати пізніше були узагальнені для поліноміальних 
матриць над довільним полем F  [8, 9], і була встановлена так звана 
стандартна форма пар матриць відносно узагальненої еквівалентності 
[9, 10]. У роботі [11] доведено факт напівскалярної еквівалентності 
поліноміальних матриць Лорана, а в [12] досліджено умови існування 
симетричної еквівалентності для симетричних матричних поліномів 
над кільцем з інволюцією. 

Введене в [11] поняття напівскалярної еквівалентності 
поліномних матриць Лорана, отримана умова регуляризації для 
поліноміальних матриць Лорана в термінах значення матриці на 
системі коренів елементів діагональної матриці [13] і встановлені 
необхідні й достатні умови виділення регулярного множника з наперед 
заданою формою Сміта із неособливої поліноміальної матриці Лорана 
дозводяють розв’язати питання про факторизацію симетричних 
поліномних матриць Лорана над кільцем з інволюцією, введеною в [1]. 

Метою даної роботи є дослідження симетричних поліномних 
матриць Лорана та отримання умов факторизацій таких матриць над 
кільцем з інволюцією. 

Виклад нових результатів дослідження 
Нехай )(xS A  – канонічна форма Сміта поліноміальної матриці 

Лорана ]),[()( 1 xxMxA n C : 
))(,),(),((diag)()()()( 21 xxxxQxAxPxS nA   ,            (2) 

де матриці ),(xP  ]),[()( 1 xxGLxQ n C , )(xi  – інваріантні множники, 
)(|)( 1 xx ii   1,1  nі , і )(xTA  – трикутна форма з інваріантними 

множниками на головній діагоналі щодо напівскалярної 
еквівалентності: 
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де )(CnGLC , ]),[()( 1 xxGLxR n C , )(deg)(deg)(deg xxxt jiij   , 
якщо 0)(deg)(deg  xx ji   і 0)( xtij , якщо 0)(deg)(deg  xx ji  , 

ji  . 
Означення 1 ([13]). Значенням матриці )(xG  на системі коренів 

елементів діагональної матриці ))(,),(),((diag)( 21 xxxx n   
називають матрицю вигляду 
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де )()( ixgi
M  – значення поліноміальної матриці на системі коренів 

полінома 
,)()()()( 21

21
ms

m
ss

i xxxx     
введене в [2] так: 
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де )()( xg j
i  – похідні порядку j  від рядка )(xgi , nі ,1 , матриці )(xG .   
Означення 1 справджується для випадку поліноміальних матриць 

Лорана )(xG  і )(x , зважаючи на те, що елементи вигляду lx  є 

оборотними в кільці ],[ 1xxC  і матриці вигляду lEx  також оборотні 
над ],[ 1xxC . 

Означення 2 ([2, 14]). Діагональну матрицю 
))(,),(),((diag)( 21 xxxx n   називають d -матрицею, якщо 

),()( 1 xx ii   1,1  ni .  
Нехай ))(,),(),((diag)( 21 xxxx n  – d -матриця, яка є діль-

ником форми Сміта )(xS A  поліноміальної матриці Лорана )(xA . Через  
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  (3) 

позначимо матрицю, породжену d -матрицею )(x , у якій ),( ji   – 

найбільший спільний дільник квазіполіномів )(xi  і )(xj , nji ,1,  , 
ji  , 






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
  ,),(якщо,

,),( якщо,0
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1
jjiijij

h
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k
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


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,1
),(

deg 
j

ji
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


 ni ,2 , 1,1  nj , ji  , 
sijk  – попарно різні 

змінні величини, які приєднуються до поля C , ijhs ,,1,0   [2]. 
Сформулюємо один з результатів [11], що стосується 

факторизації поліноміальної матриці Лорана. 
Tеорема 1. Нехай )(x  – d -матриця, nrx  )(detdeg  і )(x  є 

дільником форми Сміта )(xS A  матриці ]),[()( 1 xxMxA n F . Для 
матриці )(xA  існує факторизація ),()()( xLxKxA   в якій )(xK  – 
регулярна поліноміальна матриця Лорана степеня r  з формою Сміта 

)(x , а )(xL  – неособлива поліноміальна матриця Лорана, тоді тільки 
тоді, коли  

,0)(det ,,,)()( 11  EExxExPV rM     (4) 

де матриці ]),[()( 1 xxGLxP n F  і )(V  відповідно із співвідношень 
(2) і (3). 

Теорема 2. Нехай )(x  – d -матриця, nrx  )(detdeg  і )(x  є 
дільником форми Сміта )(xS A  симетричної матриці 

]),[()( 1 xxMxA n C . Для матриці )(xA  існує факторизація  

,)()()()(  xBxCxBxA                                     (5) 
в якій )(xB  – регулярна поліноміальна матриця Лорана степеня r  з 
формою Сміта )(x , а )(xC  – неособлива поліноміальна матриця 
Лорана, тоді тільки тоді, коли  -симетрична матриця  

  )()()()()( VxPxAxPV  
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одночасно ділиться зліва на )(x  і справа на  )(x  при деяких зна-
ченнях параметрів ijsk  матриці )(V  із (3), для яких виконується умова 
(4). 

Доведення. Необхідність. Нехай для матриці )(xA  існує фактори-
зація (5). Спираючись на результати із [11] існують матриці 

)(CnGLC  і )(xQ , ]),[()( 1
1

 xxGLxQ n C такі, що 
)()()()()( xSxTxTxQxCA AA  ,   (6) 
)()()()()( 11 xxTxTxQxCB B  ,   (7) 

де )(xT  і )(1 xT  – нижні унітрикутні оборотні над ],[ 1xxC  матриці.  
Враховуючи (5) і (6), одержимо рівність 

)(][)()(])()[()()()()()( 1
1

1
1

1
11 xQCCxBxQxQxCxQxQxCBxQxCA 

, 
яку запишемо у вигляді 

  )()()()()()( 11 xTxxНxxTCxCA  
або 

         )()()()( xTxНxTCxCA BB ,                                (8) 
де 1

1
1

1 ])()[()()(  xQxCxQxH  –  -симетрична матриця. 
Домноживши одержану рівність (8) зліва і справа на оборотні над 

],[ 1xxC  відповідно матриці 1)( xT  і 1])([ xT , отримуємо  
1111 ])([)()()()(])([)()(   xTxTxНxTxTxTCxCAxT BB .    (9) 

Легко бачити, що матриця )()( 1 xPCxT   буде лівою перетво-
рюючою матрицею до форми Сміта )(xS A  матриці )(xA . 

Оскільки для )(xA  існує факторизація (5), то це означає, що з ма-
триці )(xA  виділяється регулярний множник )(xB  степеня r  з формою 
Сміта )(x . Інакше кажучи, виконується умова (4), тобто матриця 

)()()( 11 xVxP    при деяких значеннях ijsk  правоеквівалентна до ре-

гулярної матриці )(xB . Тому існує оборотна над ],[ 1xxC  матриця 
)(xR  така, що 

)()()()()( 11 xBxRxVxP   ,                            (10) 
де матриця )(V  із (3). 

З рівностей (7) і (10), одержимо співвідношення 
)()()()()()()( 111

11
1 xRxVxPxQxxTC   , 

яке, домноживши справа на )(1 xQ  і зліва на )()( 1 xPCxT  , перетво-
римо до вигляду 
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)()()()()()()( 1
1

1
1 xQxRxVxxTxT   .                   (11) 

Тепер, зважаючи на (11) і вигляд матриці )(xH , співвідношення 
(9) матиме вигляд 

11 ])([)()()()()()()()()(   VxxRxCxRxVxPxAxP .   (12) 
Позначимо )()()()( xWxRxCxR  . Очевидно, що 

]),[()( 1 xxMxW n C  є  -симетричною матрицею.  
Отже, з рівності (12) одержуємо одночасну подільність матриці  

  )()()()()( VxPxAxPV  зліва на )(x  і справа на  )(x . 
Достатність. Нехай  

  )()()()()()()()( xxWxVxPxAxPV .               (13) 
На підставі теореми 1 матриця )()()( 11 xVxP    

правоеквівалентна до регулярної поліномної матриці Лорана )(xB  
степеня r , тобто )()()()()( 11 xSxBxVxP   , де ]),[()( 1 xxGLxS n C . 
Тому з рівності (13) отримуємо  

 )()()()()()( xBxSxWxSxBxA , 
де  )()()()( xSxWxSxC , очевидно, є  -симетричною матрицею. 

Теорему доведено. 
Теорема 3. Нехай )(x – d -матриця, nrx  )(detdeg  і форма 

Сміта )(xS A  матриці ]),[()( 1 xxMxA n C  зображається у вигляді  
 )()()()( xxDxxS A .                                (14) 

Для матриці )(xA  існує факторизація (5), в якій )(xB  є 
регулярною поліноміальною матрицею Лорана степеня r  з формою 
Сміта )(x , а )(xC  – неособливою поліноміальною матрицею Лорана з 
формою Сміта )(xD , тоді і тільки тоді, коли 

,0)(det ,,,)( 11  ExExExP rM   де матриця ]),[()( 1 xxGLxP n C  із 

співвідношення (2). 
Доведення випливає з теореми 2. Зважаючи на те, що виконуються 

умови jji  ),(  для ni ,2 , 1,1  nj , ji  , тому матриця 
EV )(  у співвідношенні (3). 

Означення 3. Факторизацію (5) поліноміальної матриці Лорана 
)(xA , канонічна форма Сміта якої дорівнює добутку форм Сміта її 

співмножників, називають паралельною до факторизації її форми Сміта 
(14). 
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Теорема 4. У факторизації  )()()()( xBxCxBxA   -симетричної 

матриці ]),[()( 1 xxMxA n C  регулярний множник )(xB  єдиний з 
формою Сміта ))(,),(),((diag)( 21 xxxx n  , тоді і тільки тоді, 
коли форма Сміта матриці )(xA  дорівнює добутку форм Сміта її 
співмножників. 

Доведення випливає з теореми 5 роботи [11] та врахуванням 
теореми 3 даної роботи.  

Висновки 
Отримані результати дослідження задач факторизації симетричних 

поліноміальних матриць можуть бути використані у сфері цифрової 
обробки сигналів та зв’язку [15, 16]. Напівскалярна еквівалентність 
поліноміальних матриць Лорана [11] і факторизації таких матриць, а 
також ефективні алгоритми, засновані на перетвореннях поліноміальних 
матриць Лорана, дозволяють розширити алгебраїчний інструмент для 
дослідження повного аналізу динаміки системи [17]. 
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Many problems in the fields of digital signal processing and commu-
nication, automatic control theory, theory of finite-state controlled systems, 
theory of image reproduction, and theory of data transmission devices can 
be converted into algebraic problems for Laurent polynomial matrices and 
can be solved using existing algebraic methods. Effective algebraic algo-
rithms, which are based on elementary transformations of Laurent polyno-
mial matrices and their factorizations, allow a complete analysis of system 
dynamics. 

The introduced concept of semiscalar equivalence of Laurent polyno-
mial matrices and the established lower triangular form with invariant fac-
tors on the main diagonal for them, as well as the obtained condition for 
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regularization of Laurent polynomial matrices, allows us to find conditions 
for the factorization of symmetric Laurent matrices on the ring of polynomi-
als with involution. 

The article deals with the problem of factorization of symmetric 
Laurent polynomial matrices over a ring with involution. Necessary and suf-
ficient conditions for the factorization of such matrices with a regular factor 
with a predefined canonical Smith form were obtained. A criterion for the 
factorization of Laurent symmetric polynomial matrices is obtained, which 
is parallel to the Smith factorization of its form. 

Keywords: regular Laurent polynomial matrix, the upper and lower 
degrees of Laurent polynomial matrix, factorization of Laurent symmetric 
polynomial matrix, Smith normal form, matrix values on the system of roots 
of diagonal elements. 


