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Раніше було розглянуто розклад аналітичних функцій у ряди, чле-

нами яких є поліноми такі, як поліноми Фабера, поліноми Бернуллі, по-
ліноми Ейлера, а також було досліджено збіжність цих рядів шляхом 
застосування контурного інтегрування та конформних перетворень. У 
даній статті, застосовуючи можливості конформних відображень од-
нозв’язних областей на круг, ми будуємо біортогональні системи функ-
цій. Також ми дослідили умови розвинення аналітичних функцій в обла-
сті, обмеженої ланцюговою лінією,в ряди, члени яких є степенями цих 
відображень. 

Розглянуто приклади біортогональних систем, елементами яких є 
показникові функції. Побудовано також розв’язки крайових задач для 
рівняння Гельмгольца у випадку, коли граничні функції задаються ряда-
ми в термінах біортогональних систем функцій. 

Ключові слова: біортогональні системи функцій, конформні відо-
браження, рівняння Гельмгольца. 

 
Системи аналітичних функцій, біортогональних на замкнутих кри-

вих в однозв'язних областях комплексної площини, утворюють базиси у 
просторах функцій, аналітичних в цих областях [3]. 

У роботах Маркушевича А.І. [1] та Сухорольського М.А. [2, 3] ро-
зглянуто розклад аналітичних функцій у ряди, членами яких є поліноми 
такі, як поліноми Фабера, поліноми Бернуллі, поліноми Ейлера, також в 
цих роботах досліджено збіжність цих рядів шляхом застосування кон-
турного інтегрування та конформних перетворень. Біортогональні сис-
теми функцій для побудови розв’язків крайових задач для рівняння Ге-
льмгольца як на площині та в просторі були використані в роботах Су-
хорольського М.А. [5, 6]. 

У цій статті ми будуємо біортогональні системи функцій шляхом 
застосування конформних відображень однозв’язних областей на круг. 
Досліджено умови розвинення аналітичних функцій у заданих областях 
у ряди, членами яких є біортогональні системи аналітичних функцій. 
Також знайдено розв’язки крайових задач для рівняння Гельмгольца у 
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вигляді рядів, члени яких побудовані за допомогою біортогональних 
систем функцій, аналітичних в області, обмеженої ланцюговою лінією. 

Нехай 
𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ                                                 (1) 

– конформне відображення однозв’язної області 𝐷 розширеної комплек-
сної площини 𝑧 на круг 𝐾: |𝑤| ൏ 1 комплексної площини 𝑤 таке, що 
𝜙ሺ0ሻ ൌ 0, 𝜙′ሺ0ሻ ൌ 1 і нехай 𝑧 ൌ ℎሺ𝑤ሻ – обернене відображення, при 
якому коло С: |𝑤| ൌ 1 відображається на межу області 𝐷, а саме 𝐿 ൌ 𝜕𝐷. 

Система функцій ሼ𝑤ሽୀ
∞  і спряжена (асоційована) до неї система 

ሼ1 𝑤ାଵ⁄ ሽୀ
∞  – біортогональні на замкненому контурі, 

ଵ

ଶగ


௪

௪శభೝ
𝑑𝑤 ൌ 𝛿,                                      (2) 

де 𝐶: |𝑤| ൌ 𝑟,  0 ൏ 𝑟 ൏ 1, 𝛿 ൌ ቄ
0,   𝑛 ് 𝑚,
1,   𝑛 ൌ 𝑚  – символ Кронекера. При 

цьому система ሼ𝑤ሽ – базис у просторі функцій, аналітичних у крузі 
𝐾: |𝑤| ൏ 1, а система ሼ1 𝑤ାଵ⁄ ሽ – базис у просторі функцій, аналітичних 
зовні круга 𝐾ഥ: |𝑤|  1. 

Підставляючи вираз перетворення 𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ в умову біортогона-
льності (2), одержимо такі два співвідношення: 

ଵ

ଶగ
 𝜙ሺ𝑧ሻ

ೝ

థ′ሺ௭ሻ

థశభሺ௭ሻ
𝑑𝑧 ൌ 𝛿;   ଵ

ଶగ


ௗ

ௗ௭
ቀథశభሺ௭ሻ

ାଵ
ቁೝ

ଵ

థశభሺ௭ሻ
𝑑𝑧 ൌ 𝛿,  (3) 

де 𝐿 ⊂ 𝐷– прообраз кола 𝐶 при відображенні (1).  
Введемо системи функцій 

ሼ𝑔ሺ𝑧ሻ ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻሽୀ
∞ , ቄ𝑔

∗ ሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

ାଵ

ௗ

ௗ௭
൫𝜙ାଵሺ𝑧ሻ൯ቅ

ୀ

∞
, 𝑧 ∈ 𝐷.       (4) 

Функції 𝑔ሺ𝑧ሻ і 𝑔
∗ ሺ𝑧ሻ аналітичні в околі точки 𝑧 ൌ 0, оскільки фу-

нкція 𝜙ሺ𝑧ሻ є аналітична в цьому околі, і її розвинення у ряд Лорана не 
містить головної частини (тобто без членів з від’ємними степенями 
змінної). Відповідно до (3), системи функцій ሼ𝜔ሺ𝑧ሻሽୀ

∞ , ሼ𝜔
∗ ሺ𝑧ሻሽୀ

∞  
задаємо головними частинами рядів Лорана в околі нуля функцій 
𝜙′ሺ𝑧ሻ𝜙ିሺାଵሻሺ𝑧ሻ ൌ 𝜔ሺ𝑧ሻ  𝑔ሺ𝑧ሻ, і𝜙ିሺାଵሻሺ𝑧ሻ ൌ 𝜔

∗ ሺ𝑧ሻ  𝑔
∗ ሺ𝑧ሻ, де 

𝑔ሺ𝑧ሻ, 𝑔
∗ ሺ𝑧ሻ – правильні частини розвинень цих функцій (див. [2]). 

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 1. Нехай 𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ – конформне відображення (1) і 

|𝑧| ൏ 𝑙 – найбільший круг, в якому ряд Маклорена цієї функції збіжний і 
який лежить в області 𝐷. Тоді системи функцій (4) утворюють базиси 
простору 𝐸: 0 ൏ 𝑟 ൏ 𝑙, аналітичних функцій у крузі |𝑧| ൏ 𝑟.  

Доведення. Розглянемо функцію  
Φሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

థሺ క⁄ ሻ
,  

яка однолиста в області |𝜉|  𝑙 і задовольняє умови Φሺ∞ሻ ൌ ∞, 
lim
௭→∞

Φሺ𝑧ሻ 𝑧⁄ ൌ 1. Нехай 𝜓ሺ𝜉ሻ – також однолиста функція в області |𝜉|  𝑙 
і 𝜓ሺ∞ሻ ൌ 1. Тоді за теоремою 10 [1, ст. 616] система поліномів 
ሼ𝑝ሺ𝜉ሻሽୀ

∞  є базисом в ширшому розумінні у просторі 𝐸, 𝑟  𝑙, і є го-
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ловними частинами рядів Лорана функцій ΦሺకሻΦ′ሺకሻ

టሺకሻ
 в околі нескінченно 

віддаленої точки. Спряженими до цих поліномів є функції  
𝜔ሺ𝜉ሻ ൌ టሺకሻ

Φశభሺకሻ
, 𝑚 ൌ 0,  1,  . ... Також, система функцій ሼ𝜔ሺ𝑧ሻሽୀ

∞  – 

базис у просторі 𝐸෨ఘ функцій, аналітичних в області |𝑧|  𝜌,  𝜌  𝑙, і рів-
них нулеві у нескінченно віддаленій точці, а ሼ𝑝ሺ𝑧ሻሽୀ

∞  – спряжена до 
неї система функцій. 

Умова біортогональності наступна 
ଵ

ଶగ
 𝑝ሺ𝜉ሻ𝜔ሺ𝜉ሻ

|క|ୀ′ஹ 𝑑𝜉 ൌ 𝛿. 
Перетворимо цю умову з використанням відображення 𝜉 ൌ 𝑙 𝑧⁄ , 

одержимо 
ଵ

ଶగ
 𝜔 ቀ

௭
ቁ 𝑝 ቀ

௭
ቁ௰శ

ௗ௭

௭మ ൌ 𝛿,                                (5) 
де 𝛤ା: |𝑧| ൌ 𝑙 𝑧⁄  - коло, орієнтоване проти годинникової стрілки. 

Система функції ቄఠ ሺ ௭⁄ ሻ

௭
ቅ – базис в просторі функцій, аналітичних 

в крузі |𝑧| ൏ 𝑙, і ቄሺ ௭⁄ ሻ

௭
ቅ – спряжена до неї система многочленів за 

від’ємними степенями змінної,  
ఠ ሺ ௭⁄ ሻ

௭
ൌ టሺ ௭⁄ ሻ

௭Φశభሺ ௭⁄ ሻ
ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ థሺ௭ሻటሺ ௭⁄ ሻ

௭
; 

ሺ ௭⁄ ሻ

௭
ൌ 𝛤 ቂிሺ ௭⁄ ሻ

௭

ி′ሺ ௭⁄ ሻ

టሺ ௭⁄ ሻ
ቃ ൌ 𝛤 ቂ థ′ሺ௭ሻ

థశభሺ௭ሻ

௭

థሺ௭ሻటሺ ௭⁄ ሻ
ቃ,               (6) 

де Φ′ሺ𝜉ሻ ൌ Φ′ሺ𝑙 𝑧⁄ ሻ ൌ ௭మథ′ሺ௭ሻ

థమሺ௭ሻ
; 𝛤ሾ𝑔ሺ𝑧ሻሿ – головна частина ряду Лорана фу-

нкції 𝑔ሺ𝑧ሻ в околі нуля. 
Покладемо 𝜓ሺ𝑙 𝑧⁄ ሻ ൌ ௭

థሺ௭ሻ
 і 𝜓ሺ𝑙 𝑧⁄ ሻ ൌ ௭థ′ሺ௭ሻ

థሺ௭ሻ
, тоді з (5) отримаємо 

умови біортогональності для систем функцій (4) і відповідні до них 
спряжені системи функцій: 

𝜔ሺ𝑧ሻ ൌ ሺ ௭⁄ ሻ

௭
ൌ 𝛤 ቂ థ′ሺ௭ሻ

థశభሺ௭ሻ

௭

థሺ௭ሻటሺ ௭⁄ ሻ
ቃ ൌ 𝛤 ቂ థ′ሺ௭ሻ

థశభሺ௭ሻ
ቃ; 

𝜔
∗ ሺ𝑧ሻ ൌ ሺ ௭⁄ ሻ

௭
ൌ 𝛤 ቂ థ′ሺ௭ሻ

థశభሺ௭ሻ

௭

థሺ௭ሻటሺ ௭⁄ ሻ
ቃ ൌ 𝛤 ቂ ଵ

థశభሺ௭ሻ
ቃ.              (7) 

Отже, якщо функція 𝑓ሺ𝑧ሻ аналітична в крузі |𝑧| ൏ 𝑙, то вона розви-
вається в середині цього круга у рівномірно збіжні ряди за системами 
(4), 

𝑓ሺ𝑧ሻ ൌ ∑ 𝑎
∞
ୀ 𝑔ሺ𝑧ሻ, 𝑓ሺ𝑧ሻ ൌ ∑ 𝑏

∞
ୀ 𝑔

∗ሺ𝑧ሻ, |𝑧|  𝑟 ൏ 𝑙,           (8) 
де 𝑎 ൌ ଵ

ଶగ
 𝑓ሺ𝜉ሻ𝜔ሺ𝜉ሻ

|క|ୀ′ஸ 𝑑𝜉; 𝑏 ൌ ଵ

ଶగ
 𝑓ሺ𝜉ሻ𝜔

∗ ሺ𝜉ሻ
|క|ୀ′ஸ 𝑑𝜉. 

Теорема доведена. 
Теорема 2. Системи біортогональних функцій (4) є базисом у про-

сторі функцій, аналітичних в області 𝐷. 
Доведення. Покажемо, що ряди (8) рівномірно збігаються в будь-

якій області 𝐷ഥ′ ⊂ 𝐷, якщо функція 𝑓ሺ𝑧ሻ аналітична в області 𝐷. Оскіль-
ки (1) відображає область 𝐷 на одиничний круг, то будь-яка точка 
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𝑧 ∈ 𝐷ഥ′ лежить на лінії 𝐿ఘ, яка єпрообразом кола |𝑤| ൌ 𝜌 ൏ 1. Тоді маємо 
оцінки для функцій систем (4): 

|𝑔ሺ𝑧ሻ| ൌ |𝜙ሺ𝑧ሻ| ൌ 𝜌,  
|𝑔

∗ ሺ𝑧ሻ| ൌ |𝜙ሺ𝑧ሻ|ห𝜙′ሺ𝑧ሻห  𝐴థ𝜌, 𝑧 ∈ 𝐿ఘ,                     (9) 
де 𝐴థ ൌ max

௭∈ഐ
|𝜙′ሺ𝑧ሻ|. 

Нехай 𝐿ఘబ
– прообраз кола |𝑤| ൌ 𝜌, 𝜌 ൏ 𝜌 ൏ 1, і 𝐹 ൌ max

௭∈ഐబ

|𝑓ሺ𝑧ሻ|, 

𝐴ట ൌ max
|௪|ୀఘబ

หℎ′ሺ𝑤ሻห. Перетворимо вирази для коефіцієнтів рядів (7) з ура-

хуванням того, що інтеграл по контуру 𝐿ఘబ
 від аналітичної функції в об-

ласті 𝐷 дорівнює нулеві, 
𝑎 ൌ ଵ

ଶగ
 𝑓ሺ𝜉ሻ𝜔ሺ𝜉ሻ

|క|ୀഐబ
𝑑𝜉 ൌ ଵ

ଶగ


ሺకሻథ′ሺకሻௗక

థశభሺకሻ|క|ୀഐబ
ൌ  

ൌ ଵ

ଶగ


൫ℎሺ௪ሻ൯ௗ௪

௪శభ|௪|ୀఘబ
, 

𝑏 ൌ ଵ

ଶగ
 𝑓ሺ𝜉ሻ𝜔

∗ ሺ𝜉ሻ
|క|ୀഐబ

𝑑𝜉 ൌ ଵ

ଶగ


ሺకሻௗక

థశభሺకሻ|క|ୀഐబ
ൌ  

ൌ ଵ

ଶగ


൫ℎሺ௪ሻ൯ℎ′ሺ௪ሻௗ௪

௪శభ|௪|ୀఘబ
, 

і знайдемо оцінки: 
|𝑎|  ଵ

ଶగ


ห൫ℎሺ௪ሻ൯ห|ௗ௪|

|௪|శభ|௪|ୀఘబ
 ி

ఘబ
; 

|𝑏|  ଵ

ଶగ


ห൫ℎሺ௪ሻ൯หቚℎ′ሺ௪ሻቚ|ௗ௪|

|௪|శభ|௪|ୀఘబ


ிഗ

ఘబ
 .                     (10) 

Оцінивши суми рядів (8) з урахуванням оцінок (9), (10) і нерівнос-
ті 𝜌 ൏ 𝜌, переконуємося у рівномірній їх збіжності в області 𝐷′ഥ ⊂ 𝐷, 

∑ |𝑎||𝑔ሺ𝑧ሻ|∞
ୀ  𝐹 ∑ ቀ ఘ

ఘబ
ቁ


∞
ୀ ൌ ிఘబ

ఘబିఘ
, 

∑ |𝑏||𝑔
∗ ሺ𝑧ሻ|∞

ୀ  𝐹𝐴ట ∑ ቀ ఘ

ఘబ
ቁ


∞
ୀ ൌ

ிഗఘబ

ఘబିఘ
, 

і, відповідно, аналітичності сум рядів у цій області. Оскільки круг 
|𝑧| ൏ 𝑙 належить області 𝐷, то суми рядів (8) визначають аналітичну 
функцію 𝑓ሺ𝑧ሻ в цій області. 

Розглянемо приклади систем функцій, які побудовано з викорис-
танням експоненціальної функції. 

Базис у просторі функцій, аналітичних в області, обмеженої 
ланцюговою лінією. Нехай 𝐷 – область, обмежена ланцюговою лінією 
(внутрішність кривої). Конформне відображення області 𝐷 на одинич-
ний круг 𝐾 і обернене до нього відображення задаються функціями 

𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ ≡ ିଵ

 ,     𝑧 ൌ ℎሺ𝑧ሻ ≡ ln ଵ

ଵି௪
.                   (11) 

Крива 𝐿:  𝑧 ൌ ln ଵ

ଶ ୱ୧୬ሺఏ ଶ⁄ ሻ
 𝑖 గିఏ

ଶ
, 0  𝜃 ൏ 2𝜋, яка є границею обла-

сті 𝐷 відображається в коло 𝐶: |𝑤| ൌ 1. Приймаючи 𝑧 ൌ 𝑥  𝑖𝑦 і виклю-
чивши параметр 𝜃, одержимо рівняння кривої 𝐿у вигляді  
𝑥 ൌ െ lnሺ2 cos 𝑦ሻ. 
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Розглянемо систему функцій 

ቄ𝑔ሺ𝑧ሻ ൌ ቀିଵ

 ቁ


ቅ
ୀ

∞

,  𝑧 ∈ 𝐷,                           (12) 
і побудуємо спряжену до неї систему ሼ𝜔ሺ𝑧ሻሽୀ

∞ . 
Спочатку, знайдемо розвинення функцій 𝑔ሺ𝑧ሻ в ряд Маклорена: 

𝑔ሺ𝑧ሻ ൌ ሺ1 െ 𝑒ି௭ሻ ൌ ∑ 𝐶
 ሺെ1ሻ𝑒ି௭

ୀ ൌ                     
ൌ ∑ ሺെ1ሻ𝐶


ୀ ∑ ሺെ1∞

ୀ ሻ ௭ೖೖ

!
ൌ ∑ ∑ ሺെ1ሻା

ୀ
∞
ୀ 𝐶

 ೖ

!
𝑧    (13) 

Ввівши позначення, 𝑃
ሺሻ ൌ ∑ ሺെ1ሻା

ୀ 𝐶
 ೖ

!
, одержимо  

𝑔ሺ𝑧ሻ ൌ ∑ 𝑃
ሺሻ∞

ୀ 𝑧,  |𝑧| ൏ ln 2.  
Знайдемо ряд Лорана в околі нуля для функції 𝜙ିሺ𝑧ሻ ൌ ቀ 

ିଵ
ቁ


. 

Використовуючи формулу [4, ст. 938]: 
௧ೣ

ሺିଵሻ ൌ ∑ 𝐵
ሺሻሺ𝑥ሻ∞

ୀ
௧ೖ

!
 , 

де 𝐵
ሺሻሺ𝑥ሻ ൌ ∑ 𝐶


ୀ 𝐵

ሺሻ𝑥ି – многочлени Бернуллі 𝑛-го порядку, сте-
пеня 𝑘, 𝐵

ሺሻሺ0ሻ ൌ 𝐵
ሺሻ – числа Бернуллі, отримаємо 

𝜙ିሺ𝑧ሻ ൌ ቀ 

ିଵ
ቁ


ൌ ଵ

௭ 𝑒


మ ∑ 𝐵ଶ
ሺሻ ቀ

ଶ
ቁ ௭మೖ

ሺଶሻ!
∞
ୀ ൌ  

ൌ ଵ

௭ ∑ ሺ௭ሻ

ଶ!
∞
ୀ ∑ 𝐵ଶ

ሺሻ ቀ

ଶ
ቁ ௭మೖ

ሺଶሻ!
∞
ୀ ൌ ⋯ ൌ ଵ

௭ ∑ ∑ 

ଶ 𝐵ଶ
ሺሻ ቀ

ଶ
ቁ∞

ୀ
௭మೖశ

!ሺଶሻ!
∞
ୀ =  

ൌ ଵ

௭ ∑ ∑ షమೖ

ଶషమೖ 𝐵ଶ
ሺሻ ቀ

ଶ
ቁ∞

ୀ
௭

ሺିଶሻ!ሺଶሻ!
∞
ୀ . 

Ввівши позначення 𝐺
ሺሻ ൌ ଵ

!
∑ ቀ

ଶ
ቁ

ିଶ
𝐶

ଶ𝐵ଶ
ሺሻ ቀ

ଶ
ቁ

ୀ , отримаємо 

𝜙ିሺ𝑧ሻ ൌ ∑ 𝐺
ሺሻ ଵ

௭ష .∞
ୀ   

Звідси знайдемо головну частину ряду Лорана функції 𝜙ିሺ𝑧ሻ в 
околі нуля: 

𝐹ሺ𝑧ሻ ൌ ∑ 𝐺
ሺሻ ଵ

௭ష
ିଵ
ୀ .  

Далі знайдемо головну частину ряду Лорана функції 
ିଵ



ௗ

ௗ௭
𝜙ିሺ𝑧ሻ ൌ 𝜙ିሺାଵሻሺ𝑧ሻ𝜙′ሺ𝑧ሻ, 𝑚  1, яка задає загальний член відпо-

відної системи асоційованих функцій, 
𝜔ሺ𝑧ሻ ൌ ିଵ



ௗ

ௗ௭
𝐹ሺ𝑧ሻ ൌ ∑ ሺିሻ


𝐺

ሺሻିଵ
ୀ

ଵ

௭షశభ. 
У випадку 𝑚 ൌ 0, 𝜙ିଵሺ𝑧ሻ𝜙′ሺ𝑧ሻ ൌ ሺ𝑒௭ െ 1ሻିଵ для функцій системи 

ሼ𝜔ሺ𝑧ሻሽୀ
∞  одержимо наступні формули 

𝜔ሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

௭
; 𝜔ሺ𝑧ሻ ൌ ∑ ሺିሻ


𝐺

ሺሻିଵ
ୀ

ଵ

௭షశభ ,  𝑚  1.       (14) 
Приклад 1. Зі співвідношень (13) і (14), враховуючи, що  

𝜔ሺ𝑧ሻ ൌ ିଵ



ௗ

ௗ௭
𝐹ሺ𝑧ሻ, випишемо розвинення чотирьох перших функцій 

цих систем: 
𝑔ሺ𝑧ሻ ൌ 1;  𝑔ଵሺ𝑧ሻ ൌ 𝑧 െ ௭మ

ଶ
 ௭య


െ ௭ర

ଶସ
 ⋯ ;   
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𝑔ଶሺ𝑧ሻ ൌ 𝑧ଶ െ 𝑧ଷ  

ଵଶ
𝑧ସ  ⋯ ;    

𝑔ଷሺ𝑧ሻ ൌ 𝑧ଷ െ ଷ

ଶ
𝑧ସ  ହ

ସ
𝑧ହ  ⋯ ;   

𝜔ሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

௭
;  𝜔ଵሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

௭మ ;  𝜔ଶሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

௭య  ଵ

ଶ

ଵ

௭మ ;  𝜔ଷሺ𝑧ሻ ൌ ଵ

ଷ

ଵ

௭మ  ଵ

௭య  ଵ

௭ర.  
За теоремою 1 система функцій 𝑔ሺ𝑧ሻ є базисом простору аналіти-

чних у крузі функцій |𝑧| ൏ ln 2, i, за теоремою 2, система функцій (12) є 
базисом простору аналітичних у 𝐷 функцій. З другого співвідношення в 
(3) отримуємо системи функцій, аналогічні до  

ቄ𝑔
∗ ሺ𝑧ሻ ൌ ௗ

ௗ௭

థశభሺ௭ሻ

ାଵ
ቅ

ୀ

∞
;  ሼ𝜔

∗ ሺ𝑧ሻ ൌ 𝐹ାଵሺ𝑧ሻሽୀ
∞ , 𝑧 ∈ 𝐷. 

Побудова розв’язку задачі Діріхле для рівняння Гельмгольца. 
Нехай 𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ – конформне відображення (1). Запишемо рівняння Ге-
льмгольца з використанням змінних 𝑤, 𝑤ഥ , 

4 డమ

డ௪డ௪ഥ
 𝑘𝑈 ൌ 0,                                        (15) 

де 𝑘 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  і 𝑈 ൌ 𝑈ሺ𝑤, 𝑤ഥሻ – дійснозначна функція. 
Множину розв’язків цього рівняння у крузі можна записати у ви-

гляді (див. [4, 5]) 
𝑈 ൌ 𝑅𝑒 ∑ 𝑐𝑤∞

ୀ 𝐽
∗ ሺ𝑤𝑤ഥሻ,                            (16) 

де 𝐽
∗ ሺ𝑤𝑤ഥሻ ൌ 𝐽

∗ ሺ|𝑤|ଶሻ ൌ ∑ ሺିଵሻ|௪|మ

ଶమశሺାሻ!!
∞
ୀ , і 𝑐 – довільні сталі. Функ-

ції 𝐽
∗ ሺ𝑤�̄�ሻ, якщо 𝑘  0, безпосередньо виражаються через функції Бес-

селя 𝑚-го порядку: 𝐽൫√𝑘|𝑤|൯ ൌ ൫√𝑘|𝑤|൯


𝐽
∗ ሺ|𝑤|ଶሻ. 

Перейдемо до нових змінних 𝑧 ൌ ℎሺ𝑤ሻ, 𝑧̅ ൌ ℎതሺ𝑤ሻ. Оскільки 
𝜙′ሺ𝑧ሻ ് 0, 𝑧 ∈ 𝐷, одержимо наступне рівняння 

4
𝜕ଶ𝑈
𝜕𝑧𝜕𝑧̅

 𝑘𝜙′ሺ𝑧ሻ𝜙′ሺ𝑧ሻതതതതതതത𝑈 ൌ 0. 
Множину розв’язків цього рівняння одержимо з (16) заміною 

змінних 𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ, 𝑤ഥ ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻതതതതതത,   
𝑈ሺ𝑧, 𝑧̅ሻ ൌ ∑ 𝑐

∞
ୀ 𝜙ሺ𝑧ሻ𝐽

∗ ൫𝜙ሺ𝑧ሻ𝜙ሺ𝑧ሻതതതതതത൯. 
Розв’язок для круга. Запишемо розв’язок рівняння (15) в крузі 

𝐾: |𝑤| ൏ 1 за умови 
𝑈ሺ𝑤, 𝑤ഥሻ| ൌ 𝑓ሺ𝑡ሻ, 𝑡 ∈ 𝐶,                                    (17) 

де 𝑓ሺ𝑡ሻ - функція, що розвивається у рівномірно збіжний ряд,  
𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝑑𝑡∞

ୀ .                                         (18) 
Зауважимо, що якщо ряд за системою функцій, аналітичних в за-

критій області �̅�, рівномірно збігається на межі 𝐿 ൌ 𝜕𝐺, то він рівномір-
но збігається в 𝐺ሜ , а його сума неперервна на 𝐿 і аналітична в 𝐺 функція 
[7, ст. 192]. Однією з достатніх умов рівномірної збіжності ряду функції 
𝑔ሺ𝑡ሻ на 𝐿 за системою функцій, аналітичних в області 𝐺ሜ , є її приналеж-
ність класу неперервних функцій Гельдера [7, ст. 275].  
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Отже, з рівномірної збіжності ряду (18) випливає рівномірна збіж-
ність цього ряду в 𝐾ഥ, аналітичність функції 𝑓ሺ𝑧ሻ в 𝐾 і неперервність цієї 
функції на 𝐶. 

Підставляючи вираз (18) в умову (17) з урахуванням зображення 
(16) і рівності 𝑤𝑤ഥ ൌ 1, 𝑤 ∈ 𝐶, отримаємо 

∑ 𝑐𝑒ట∞
ୀ 𝐽

∗ ሺ1ሻ ൌ ∑ 𝑑𝑒ట∞
ୀ . 

Звідси знайдемо коефіцієнти 𝑐 ൌ 𝑑 𝐽
∗⁄ ሺ1ሻ і запишемо розв’язок 

задачі 
𝑈ሺ𝑤, 𝑤ഥሻ ൌ ∑ ௗ


∗ ሺଵሻ

∞
ୀ 𝑤𝐽

∗ ሺ𝑤𝑤ഥሻ. 
Отже, розв’язок задачі задається у вигляді ряду за системою функ-

цій ሼ𝑤𝐽
∗ ሺ𝑤𝑤ഥሻሽ. При цьому, внаслідок обмеженості функції 𝐽

∗ ሺ|𝑤|ଶሻ і 
рівномірної збіжності ряду (18) в 𝐾ഥ, одержаний ряд збігається також рі-
вномірно в 𝐾ഥ. 

Висновки. У роботі, застосовуючи конформні відображення 
𝑤 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ однозв’язних областей на одиничний круг, такі, що 𝜙ሺ0ሻ ൌ 0, 
𝜙′ሺ0ሻ ൌ 1, будуємо базиси для просторів аналітичних функцій і знахо-
димо відповідні розв’язки крайових задач для рівняння Гельмгольца. 
Такий підхід можна поширити на випадок відображень, що задоволь-
няють умови 𝜙ሺ𝑧ሻ ൌ 0, 𝜙′ሺ𝑧ሻ ൌ 1. У цьому випадку необхідно викори-
стовувати розклади відповідних функцій у ряди Маклорена та Лорана в 
околі 𝑧. 

Подібні базиси для аналітичних функцій можуть бути використані 
для побудови розв'язків крайових задач для рівняння Гельмгольца. 
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