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Ми розглядаємо близькі до критичних гіллясті процеси зі скінчен-

ною кількістю типів частинок та перетвореннями, що залежать від 
віку частинок та імміграцією. Відомо, що у критичних процесах, зага-
льна кількість частинок в процесі, які існували до моменту t, розділена 
на t2 збігається до нескінченно подільного розподілу, перетворення Ла-
пласа якого є явно заданим. У статті одержано граничні розподіли для 
ширшого класу процесів, які прямують до критичного при 𝑡 → ∞. 

Ключові слова: гіллясті процеси, рівняння відновлення, близькі до 
критичних процеси, імміграція. 

 
1. Вступ. 
В даній статті ми будемо розглядати близькі до критичних гілляс-

ті процеси зі скінченною кількістю типів частинок та перетвореннями, 
залежними від віку частинок, в яких присутня імміграція. 

Опис процесу можна знайти в [4]. Побудову ймовірнісного прос-
тору можна знайти в [1], розділ Ⅵ. Тут ми надамо короткий опис розг-
лядуваного процесу. 

Спочатку опишемо процеси без імміграції. В процесі беруть 
участь d типів частинок 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ. Кожна частинка типу 𝑇௜ еволюціо-
нує незалежно від інших частинок, живе деякий випадковий час 𝜏௜ і в 
момент 𝜏௜ перетворюється випадковим чином в сукупність  
𝛼 ൌ ሺ𝛼ଵ, … , 𝛼ௗሻ ∈ ℤା

ௗ  частинок типів 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ, де 𝛼௝ позначає кіль-
кість частинок типу 𝑇௝(ℤା

ௗ  позначає множину d-вимірних векторів з не-
від’ємними цілочисельними координатами). 
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Нехай 𝐺௜ሺ𝑡ሻ – функція розподілу часу життя частинок типу 
𝑇௜ , 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ. Умовну ймовірність перетворення частинки типу 𝑇௜ 
(при умові, що перетворення цієї частинки відбулось і її вік в цей мо-
мент дорівнював 𝑢) в 𝛼 частинок відповідних типів позначимо через 
𝑝ఈ

௜ ሺ𝑢ሻ. 
Вектором 𝑍௜ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ𝑍௜,ଵሺ𝑡ሻ, … , 𝑍௜,ௗሺ𝑡ሻቁ позначено кількість части-

нок типів 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ, що існують у процесі в момент 𝑡, при умові що в 
початковий момент часу була одна частинка типу 𝑇௜, а вектором  
𝑌௜ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ𝑌௜,ଵሺ𝑡ሻ, … , 𝑌௜,ௗሺ𝑡ሻቁ – кількість частинок типів 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ, які 
існували до моменту 𝑡 (включно з тими, що існують в момент 𝑡) при тій 
же умові. 

Нехай 𝑠 ൌ ሺ𝑠ଵ, … , 𝑠ௗሻ, 𝑧 ൌ ሺ𝑧ଵ, … , 𝑧ௗሻ. Позначимо через 𝑠௭ добуток 
𝑠௭ ൌ 𝑠ଵ

௭భ ∙∙∙ 𝑠ௗ
௭೏. Введемо твірні функції 

 ℎ௜ሺ𝑢, 𝑠ሻ ൌ ∑ 𝑝ఈ
௜ ሺ𝑢ሻ𝑠ఈ

ఈ∈ℤశ
೏ , 𝐹௜ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 𝐸൫𝑠௒೔ሺ௧ሻ൯,  

 ℎሺ𝑢, 𝑠ሻ ൌ ቀℎଵሺ𝑢, 𝑠ሻ, … , ℎௗሺ𝑢, 𝑠ሻቁ, 𝐹 ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ ቀ𝐹ଵሺ𝑡, 𝑠ሻ, … , 𝐹ௗሺ𝑡, 𝑠ሻቁ. 
Вважатимемо, що ці твірні функції визначені принаймні на  

𝐷 ൌ ൛|𝑠௜| ൑ 1, 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽൟ. 
Покладемо  

 𝑎௝
௜ሺ𝑢ሻ ൌ డ௛೔ሺ௨,௦ሻ

డ௦ೕ
ቚ
𝑠 ൌ 𝟏

 , 𝐴௝
௜ ൌ ׬ 𝑎௝

௜ሺ𝑢ሻାஶ
଴ 𝑑𝐺௜ሺ𝑢ሻ, 

 𝑏௝௞
௜ ሺ𝑢ሻ ൌ డ௛೔ሺ௨,௦ሻ

డ௦ೕడ௦ೖ
ቚ
𝑠 ൌ 𝟏

, 𝐵௝௞
௜ ൌ ׬ 𝑏௝௞

௜ ሺ𝑢ሻାஶ
଴ 𝑑𝐺௜ሺ𝑢ሻ, 

де 𝟏 (тут і надалі) – вектор довжини 𝑑, в якому всі елементи рівні оди-
ниці. 

Процес називається докритичним, якщо перонів корінь 𝜌 матриці 
𝐴 ൌ ฮ𝐴௝

௜ฮ
௜,௝∈ሼଵ,…,ௗሽ

 менший одиниці, критичним, якщо рівний одиниці, 
та надкритичним, якщо більший одиниці. Позначимо через 
𝑢 ൌ ሺ𝑢ଵ, … , 𝑢ௗሻ та  𝑣 ൌ ሺ𝑣ଵ, … , 𝑣ௗሻ правий та лівий додатні власні век-
тори цієї матриці, для яких виконується ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ ሺ𝑢, 𝟏ሻ ൌ 1 (такі векто-
ри завжди існують за теоремою Фробеніуса [4, ст. 130], бо елементи 
матриці 𝐴 додатні). 

Також введемо наступні позначення: 
 𝐵 ≡ 𝐵ሺℎ, 𝐺ሻ ൌ ∑ 𝐵௠௞

௟ 𝑣௟𝑢௞𝑢௠
ௗ
௟,௞,௠ୀଵ , 𝑀௔

௞௟ ൌ ׬ 𝑎௟
௞ሺ𝑢ሻ𝑢

ାஶ
଴ 𝑑𝐺௞ሺ𝑢ሻ, 

 𝑀௔ ൌ ∑ 𝑀௔
௞௟𝑣௞𝑢௟

ௗ
௟,௞ୀଵ . 

Імміграцію найпростіше визначати шляхом введення додаткового типу 
частинок 𝑇଴. Вважатимемо, що в початковий момент часу в процесі є 
одна частинка типу 𝑇଴. В кінці життя частинка типу 𝑇଴ з ймовірністю 
𝑝ఈ

଴ሺ𝑢ሻ (при умові, що перетворення відбулось в момент 𝑢) перетворю-
ється в одну частинку свого ж типу та сукупність частинок типів 
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𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ, 𝛼 ൌ ሺ𝛼ଵ, … , 𝛼ௗሻ ∈ ℤା
ௗ . Частинки типів 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ еволюці-

онують так як і в процесі без імміграції. 
Вектор 𝑌଴ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ𝑌ଵ

଴ሺ𝑡ሻ, … , 𝑌ௗ
଴ሺ𝑡ሻቁ характеризує повну кількість 

частинок типів 𝑇ଵ, 𝑇ଶ, … , 𝑇ௗ, які існували в процесі з імміграцією до мо-
менту 𝑡 (при умові що в початковий момент часу була одна частинка 
типу 𝑇଴).  

Введемо твірні функції ℎ଴ሺ𝑢, 𝑠ሻ ൌ ∑ 𝑝ఈ
଴ሺ𝑢ሻ𝑠ఈ

ఈ  та  
𝑓ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 𝐸 ቀ𝑠௒బሺ௧ሻቁ. 

Також введемо наступні позначення  
 𝑎௝

଴ሺ𝑢ሻ ൌ డ௛బሺ௨,௦ሻ

డ௦ೕ
ቚ
𝑠 ൌ 𝟏

 , 𝐴௝
଴ ൌ ׬ 𝑎௝

଴ሺ𝑢ሻାஶ
଴ 𝑑𝐺଴ሺ𝑢ሻ, 

 𝑀଴ ≡ 𝑀଴ሺ𝐺଴ሻ ൌ ׬ 𝑢
ାஶ

଴ 𝑑𝐺଴ሺ𝑢ሻ, 𝐴଴ ≡ 𝐴଴ሺℎ଴, 𝐺଴ሻ ൌ ∑ 𝐴௝
଴𝑢௝.ௗ

௝ୀଵ  

Відомо (див. [2],[3]), що при скінченних 𝐴଴, 𝑀଴, 𝑀௔
௟௞, 𝑀௔, для критично-

го процесу справедлива наступна слабка збіжність 

𝐸 ቌexp ቐെ ෍
𝛽௝𝑌௝

଴ሺ𝑡ሻ

𝑣௝𝑡ଶ

ௗ

௝ୀଵ

ቑቍ
௧→ஶ
ሱ⎯ሮ ቌ𝑐ℎඨ

𝐵 ∑ 𝛽௝
ௗ
௝ୀଵ

2𝑀௔
ቍ

ି
ଶ஺బெೌ

஻ெబ

, 𝛽௝ ൒ 0. 

Нашою метою є знаходження границі 𝐸 ൬exp ൜െ ∑
ఉೕ௒ೕ

బሺ௧ሻ

௩ೕ௧మ
ௗ
௝ୀଵ ൠ൰ 

при 𝜌 → 1 та 𝑡 → ൅∞. Для процесів 𝑍௜ሺ𝑡ሻ подібний результат встанов-
лено в [6]. 

Передусім сформулюємо теорему відновлення, яку ми будемо ви-
користовувати. 

Нехай 𝑀௡ሺ𝑑𝑥ሻ ൌ ฮ𝑀௜௝
௡ ሺ𝑑𝑥ሻฮ

௜,௝∈ሼଵ,…,ௗሽ
, 𝑛 ∈ ℕ є послідовністю 𝑑 ൈ 𝑑 

матриць, елементами якої є скінченні невід’ємні міри на ሾ0, ൅∞ሻ. Через 
𝐻௡ሺ𝑥ሻ позначимо матрицю відновлення, яка відповідає 𝑀௡ሺ𝑑𝑥ሻ, тобто  

𝐻௡ሺ𝑥ሻ ൌ ෍ 𝑀௡
∗௟ሺ𝑥ሻ

ାஶ

௟ୀ଴

, 𝑥 ൒ 0, де 𝑀௡
∗଴ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐼,  

𝑀௡
∗௟ାଵሺ𝑥ሻ ൌ න 𝑀௡

∗௟ሺ𝑥 െ 𝑢ሻ𝑀௡ ሺ𝑑𝑢ሻ.

௫

଴

 

Припускатимемо що послідовність 𝑀௡ሺ𝑑𝑥ሻ слабко збігається до 
𝑀ሺ𝑑𝑥ሻ, причому матриця 𝑀 ൌ 𝑀ሾ0, ൅∞ሻ нерозкладна і її перонів корінь 
рівний одиниці. Нехай 𝜌௡ – перонів корінь матриці 𝑀௡ሾ0, ൅∞ሻ, а 𝑢௡ та 
𝑣௡ її власні правий та лівий вектори відповідно. Тоді можна вважати що 
𝜌௡ → 1, 𝑢௡ → 𝑢, 𝑣௡ → 𝑣, де 𝑢 та 𝑣 правий та лівий власні вектори матри-
ці 𝑀. 

Нехай  
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𝑎௡ ൌ ቌ𝑣௡, න 𝑥𝑀௡ሺ𝑑𝑥ሻ

ାஶ

଴

𝑢௡ቍ , 𝑎 ൌ ቌ𝑣, න 𝑥𝑀ሺ𝑑𝑥ሻ

ାஶ

଴

𝑢ቍ. 

Теорема 1 (Шуренков, [5]). Нехай послідовність борелевих фун-
кцій 𝑔௡ሺ𝑥ሻ, 𝑛 ∈ ℕ така, що для деякого 𝛾 ൒ 0 виконується 

sup
௡∈ℕ

sup
௫வ଴

𝑔௡ሺ𝑥ሻ

max ሼ1, 𝑥ఊሽ
൏ ∞ 

і    
௚೙ሺ௫ሻ

௫ം → 𝑓ሺ𝑧ሻ, 𝑥ሺ𝜌௡ െ 1ሻ → 𝑧 при 𝑥 → ൅∞, 𝑛 → ൅∞. 

Тоді, якщо 
 lim

௧→ାஶ
sup
௡∈ℕ

׬ 𝑢𝑀௜௝
௡ ሺ𝑑𝑢ሻ

ାஶ
௧ ൏ ൅∞, 𝑖, 𝑗 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ, 

то  

 
ଵ

௫భశം ׬ 𝑔௡ሺ𝑥 െ 𝑦ሻ𝑑𝐻௡ሺ𝑦ሻ →
௫

଴  

1
𝑎

න 𝑓ሺ𝑐ሺ1 െ 𝑦ሻሻሺ1 െ 𝑦ሻఊ𝑒௬௖/௔𝑑𝑦

ଵ

଴

ฮ𝑢௜𝑣௝ฮ
௜,௝∈ሼଵ,…,ௗሽ

, 

𝑥ሺ𝜌௡ െ 1ሻ → 𝑐, при 𝑥 → ൅∞, 𝑛 → ൅∞. 
2. Гранична теорема для процесів з імміграцією. 

Через 𝐺ሺ𝑥, 𝑧, 𝜆ሻ позначимо твірну функцію, яка задається наступним 
чином 
 𝐺ሺ𝑥, 𝑧, 𝜆ሻ ൌ 1 ൅ ∑ 𝜑௞ሺ𝑥, 𝑧ሻ ఒೖ

௞!
ାஶ
௞ୀଵ , (1) 

𝜑௞ሺ𝑥, 𝑧ሻ ൌ
𝐴଴

2𝑘𝑀଴
෍ 𝐶௞

௥

௞ିଵ

௥ୀ଴

൬
𝐵
2

൰
௞ି௥ିଵ ൫∑ 𝑥௝

ௗ
௝ୀଵ ൯

௞ି௥

ሺ𝑀௔ሻଶ௞ିଶ௥ න 𝜑௥൫𝑥, 𝑧ሺ1 െ 𝑦ሻ൯
ଵ

଴
 

𝜓௞ି௥൫𝑧ሺ1 െ 𝑦ሻ൯ሺ1 െ 𝑦ሻఊ𝑒௭௬𝑑𝑦, 𝑘 ൒ 1, 
 𝜓ଵሺ𝑧ሻ ൌ ௘೥ିଵ

௭
, 

𝜓௞ሺ𝑧ሻ ൌ ෍ 𝐶௞
௥

௞ିଵ

௥ୀଵ

න 𝜓௞ି௥൫𝑧ሺ1 െ 𝑦ሻ൯𝜓௥൫𝑧ሺ1 െ 𝑦ሻ൯ሺ1 െ 𝑦ሻఊ𝑒௭௬𝑑𝑦

ଵ

଴

, 𝑘 ൒ 2, 

𝑥 ൌ ሺ𝑥ଵ, … , 𝑥ௗሻ ൐ 0, 𝜆 ൑ 0. 
Теорема 2. Якщо lımതതതത ఘ→ଵ

௧→ାஶ
𝑡|𝜌 െ 1| ൏ ൅∞ 

 0 ൏ limఘ→ଵ 𝐵ሺℎ, 𝐺ሻ ൑ lımതതതത
ఘ→ଵ 𝐵ሺℎ, 𝐺ሻ ൏ ൅∞,  (2) 

 lımതതതത
ఘ→ଵ max ௜,௝ ׬ 𝑢𝑎௝

௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௜ሺ𝑢ሻାஶ
௬ ௬→ାஶ

ሱ⎯⎯⎯ሮ 0,  (3) 

 lımതതതത
ఘ→ଵ ׬ 𝑢𝑑𝐺଴ሺ𝑢ሻାஶ

௬ ௬→ାஶ
ሱ⎯⎯⎯ሮ 0,  (4) 

0 ൏ lim
ఘ→ଵ

൫𝑀଴ሺ𝐺଴ሻ ൅ 𝐴଴ሺℎ଴, 𝐺଴ሻ൯ 

 ൑ lımതതതത
ఘ→ଵ൫𝑀଴ሺ𝐺଴ሻ ൅ 𝐴଴ሺℎ଴, 𝐺଴ሻ൯ ൏ ൅∞, (5) 
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всі граничні для 𝐴 матриці нерозкладні, тоді для кожної часткової 
границі 𝑙𝑖𝑚 ఘ→ଵ

௧→ାஶ
𝑡|𝜌 െ 1| ൌ 𝜔 

𝐸 ൬exp ൜െ ∑
ఉೕ௒ೕ

బሺ௧ሻ

௩ೕ௧మ
ௗ
௝ୀଵ ൠ൰ ௧→ାஶ

ఘ→ଵ

ሱ⎯⎯ሮ 𝐺ሺ𝑥, 𝑤, 𝜆ሻ, 

де 𝑤 ൌ ఠ

ெೌ
, 𝛽௝ ൒ 0;  𝛽௝ зображено як 𝛽௝ ൌ െ𝜆𝑥௝, 𝜆 ൑ 0, 𝑥௝ ൐ 0, 

 𝑗 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ. 
Доведення. Будемо вважати, що перонів корінь 𝜌 матриці 𝐴 залежить 
від натурального параметра 𝑛 і 𝜌௡ ௡→ାஶ

ሱ⎯⎯⎯ሮ 1. Усі перелічені характеристи-
ки таких випадкових процесів будемо позначати індексом 𝑛, тобто  

𝜌 ൌ 𝜌௡, 𝐴 ൌ 𝐴௡, 𝑢 ൌ 𝑢௡ ൌ ൫𝑢௡,ଵ, … , 𝑢௡,ௗ൯, 𝑣 ൌ 𝑣௡ ൌ ൫𝑣௡,ଵ, … , 𝑣௡,ௗ൯, 
ℎሺ𝑢, 𝑠ሻ ൌ ℎ௡ሺ𝑢, 𝑠ሻ ൌ ቀℎ௡,ଵሺ𝑢, 𝑠ሻ, … , ℎ௡,ௗሺ𝑢, 𝑠ሻቁ, 

𝐹 ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 𝐹௡ ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ ቀ𝐹௡,ଵሺ𝑡, 𝑠ሻ, … , 𝐹௡,ௗሺ𝑡, 𝑠ሻቁ, 
𝑎௝

௜ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻ, 𝑏௝௞

௜ ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑏௝௞
௡,௜ሺ𝑢ሻ, 𝐵௝௞

௜ ൌ 𝐵௝௞
௡,௜, 𝐵 ൌ 𝐵௡, 

𝑀௔
௞௟ ൌ 𝑀௡,௔

௞௟ , 𝑀௔ ൌ 𝑀௡,௔, 𝑌௝
଴ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑌௡,௝

଴ ሺ𝑡ሻ. 
Характеристики імміграційної компоненти також будемо індексувати: 
𝑓ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 𝑓௡ሺ𝑡, 𝑠ሻ, ℎ଴ሺ𝑢, 𝑠ሻ ൌ ℎ௡,଴ሺ𝑢, 𝑠ሻ, 𝑎௝

଴ ൌ 𝑎௝
௡,଴, 𝑀଴ ൌ 𝑀௡,଴, 𝐴଴ ൌ 𝐴௡,଴. 

Припускатимемо, що всі перелічені величини збігаються до границь, 
які відповідають критичному процесу (умови (2)-(5) гарантують існу-
вання часткових границь).  
Оскільки 𝑣௡ ௡→ାஶ

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑣 та 𝑢௡ ௡→ାஶ
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑢 та усі координати векторів 𝑣௡, 𝑢௡, 𝑣, 𝑢 

додатні (за умовами теореми), то без зменшення загальності, можна 
вважати, що існують додатні константи 𝐷ଵта 𝐷ଶ, такі що  
𝐷ଵ ൑ 𝑣௡, 𝑢௡, 𝑣, 𝑢 ൑ 𝐷ଶ.  
В цих припущеннях достатньо показати, що  

𝐸 ቌexp ቐെ ෍
𝛽௝𝑌௡,௝

଴ ሺ𝑡ሻ

𝑣௡,௝𝑡ଶ

ௗ

௝ୀଵ

ቑቍ → 𝐺ሺ𝑥, 𝑤, 𝜆ሻ, 

௧|ఘ೙ିଵ|

ெ೙,ೌ
→ 𝑤  при 𝑡 → ൅∞, 𝑛 → ൅∞. 

Представимо вектор െ𝛽 ൌ െሺ𝛽ଵ, … , 𝛽ௗሻ у вигляді  
െ𝛽 ൌ 𝜆ሺ𝑥ଵ, … , 𝑥ௗሻ де 𝜆 ൑ 0, 𝑥௜ ൒ 0, 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ .  

Відомо ([2],[3]), що компоненти вектора 

𝐹௡ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ 𝐹௡ ൬𝑡, 𝑒
ഊೣ
ೡ೙൰ ൌ ቀ𝐹௡,ଵሺ𝑡, 𝜆ሻ, … , 𝐹௡,ௗሺ𝑡, 𝜆ሻቁ, де ఒ௫

௩೙
ൌ ఒ௫భ

௩೙,భ
൅ ⋯ ൅ ఒ௫೏

௩೙,೏
, 

задовольняють рівняння  

 𝐹௡,௜ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 𝑒
ഊೣ೔
ೡ೙,೔ ൬ቀ1 െ 𝐺௡,௜ሺ𝑡ሻቁ ൅ ׬ ℎ௡,௜൫𝑢, 𝐹௡ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝑠ሻ൯𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧

଴ ൰ (6) 

За теоремою 1 з [4, ст. 112], функції ℎ௜ሺ𝑢, 𝑦ሻ можна представити 
як 
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 1 ൅ ∑ 𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻௗ

௝ୀଵ ൫𝑦௝ െ 1൯ ൅ ଵ

ଶ
∑ 𝑏௝௞

௡,௜ሺ𝑢ሻௗ
௝,௞ୀଵ ൫𝑦௝ െ 1൯ሺ𝑦௞ െ 1ሻ 

 െ ∑ 𝜀௝௞
௡,௜ሺ𝑢, 𝑦ሻௗ

௝,௞ୀଵ ൫𝑦௝ െ 1൯ሺ𝑦௞ െ 1ሻ, (7) 
де 0 ൑ 𝜀௝௞

௡,௜ሺ𝑢, 𝑦ሻ ൑ 𝑏௝௞
௡,௜ሺ𝑢ሻ  і  lim

௬→ଵ
𝜀௝௞

௡,௜ሺ𝑢, 𝑦ሻ ൌ 0. 

Розглянемо вектор 𝐹଴
௡ ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ ቀ𝐹଴

௡,ଵሺ𝑡, 𝜆ሻ, … , 𝐹଴
௡,ௗሺ𝑡, 𝜆ሻቁ, де ком-

поненти 𝐹଴
௡,௜ሺ𝑡, 𝜆ሻ є розв’язками системи інтегральних рівнянь 

 𝐹଴
௡,௜ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ ఒ௫೔

௩೙,೔
൅ ∑ ׬ 𝐹଴

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝜆ሻ𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧

଴
ௗ
௝ୀଵ  

 ൅ ଵ

ଶ
∑ ׬ 𝐹଴

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝜆ሻ𝐹଴
௡,௟ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝜆ሻ𝑏௝௟

௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧
଴

ௗ
௝,௟ୀଵ . (8) 

Шукатимемо розв’язки цих рівнянь у вигляді  
 𝐹଴

௡,௜ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ ∑ 𝜓௞
௡,௜ሺ𝑡ሻ ఒೖ

௞!
ାஶ
௞ୀଵ . (9) 

Якщо такі розв’язки існують, то функції 𝜓௞
௜ ሺ𝑡ሻ задовольняють на-

ступні рекурентні співвідношення 
 𝜓ଵ

௡,௜ሺ𝑡ሻ ൌ ௫೔

௩೙,೔
൅ ∑ ׬ 𝜓ଵ

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ,

௧
଴

ௗ
௝ୀଵ  

 𝜓௞
௡,௜ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ׬ 𝜓௞

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧

଴
ௗ
௝ୀଵ  

 ൅ ଵ

ଶ
∑ 𝐶௞

௥௞ିଵ
௥ୀଵ ∑ ׬ 𝜓௥

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝜓௞ି௥
௡,௟ ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑏௝௟

௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧
଴

ௗ
௝,௟ୀଵ , 𝑘 ൒ 2. (10) 

Використовуючи теорему 1 з 𝛾 ൌ 0 встановлюємо, що  

 lim
௧,௡→ାஶ

టభ
೙,೔ሺ௧ሻ

௧
ൌ 𝑢௜

∑ ௫ೕ
೏
ೕసభ

ெೌ
𝜓ଵሺ𝑤ሻ, (11) 

де 𝜓ଵሺ𝑤ሻ ൌ ௘ೢିଵ

௪
, 𝑀௔ ൌ lim௡→ାஶ 𝑀௡,௔. 

Тому можна стверджувати, що (див. обгрунтування аналогічних 
оцінок в ([6], ст. 230) 
 0 ൏ 𝑐଴𝑡 ൑ 𝜓ଵ

௡,௜ሺ𝑡ሻ ൑ 𝑐𝑡, 𝑐଴, 𝑐 ൐ 0. (12) 

Зауважимо що границя lim
௡,௧→ାஶ

∑ ுೕ,೙
೔ ሺ௧ሻ೏

ೕసభ

௧
   існує завдяки теоремі 1 

(з 𝛾 ൌ 0 та 𝑔௡ሺ𝑥ሻ ≡ 1). Без зменшення загальності вважатимемо, що 

 lim
௡,௧→ାஶ

∑ ுೕ,೙
೔ ሺ௧ሻ೏

ೕసభ

௧
൑ 𝑐, 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ, max௟ ∑ 𝐵௠௞

௟ௗ
௞,௠ୀଵ ൑ 𝑐. (13) 

По індукції, аналогічно до [3, ст. 37], можна показати що, якщо викону-
ється (13), то 
 𝜓௞

௡,௜ሺ𝑡ሻ ൑ 𝑐௞𝑐ଶ௞ିଶ𝑡ଶ௞ିଵ, 𝑘 ൒ 1, 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ, (14) 
де 
 𝑐ଵ ൌ 𝑐, 𝑐௞ ൌ ∑ 𝐶௞

௥௞ିଵ
௥ୀଵ 𝑐௥𝑐௞ି௥, 𝑘 ൒ 2.   (15) 

Запишемо рівність 
 ∑ 𝑐௞

ఒೖ

௞!
ାஶ
௞ୀଵ ൌ ଵି√ଵିସ௖ఒ

ଶ
,  (16) 

де |𝜆| ൑ ଵ

ସ௖
, а 𝑐௞ визначені в (15). Правильність цієї рівності можна 

встановити, розклавши її праву частину в ряд Маклорена. 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2024. – № 19(73) 

80

З (14) і (16) отримуємо абсолютну збіжність ряду (9) при  
0 ൏ 𝜆 ൑ ଵ

ସ௖య୫ୟ୶ ሼଵ,௧మሽ
. 

Нерівності  
1 െ ඥ1 െ 4𝑐𝑦

2
൑ 2𝑐𝜆 

та 

0 ൑
1 െ ඥ1 െ 4𝑐𝑦

2
െ 𝑐𝜆 ൑ 4𝑐ଶ𝑦ଶ 

при 𝑐 ൐ 0, 0 ൑ 𝑦 ൑ ଵ

ସ௖
 дозволяють стверджувати, що 

ห𝐹଴
௡,௜ሺ𝑡, 𝜆ሻห ൑ 2𝑐|𝜆|, 

ห𝐹଴
௡,௜ሺ𝑡, 𝜆ሻ െ 𝜓ଵ

௡,௜ሺ𝑡ሻ𝜆ห ൑ 4𝑐ସ|𝜆|ଶ maxሼ1, 𝑡ଶሽ 
при |𝜆| ൑ ଵ

ସ௖య ୫ୟ୶ሼଵ,௧మሽ
. 

Ці нерівності, а також (12) дозволяють стверджувати, що 
 െ minሼ1,2𝑐|𝜆|ሽ ൑ 𝐹଴

௜ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൑ 0 (17) 
при ି௖బ

ହ௖ర ୫ୟ୶ሼଵ,௧మሽ
൑ 𝜆 ൑ 0. 

Домноживши (10) на ఒೖ

௞!
 і підсумовуючи по 𝑘  переконуємось, що 

(9) є розв’язком (8). 
Покажемо, що 

 lim
௧,௡→ାஶ

టೖ
೙,೔ሺ௧ሻ

௧మೖషభ ൌ 𝑢௜ ቀ஻

ଶ
ቁ

௞ିଵ ቀ∑ ௫ೕ
೏
ೕసభ ቁ

ೖ

ሺெೌሻమೖషభ 𝜓௞ሺ𝑤ሻ, 𝑘 ൒ 2, (18) 

де 𝜓௞ሺ𝑤ሻ ൌ ∑ 𝐶௞
௥௞ିଵ

௥ୀଵ ׬ 𝜓௞ି௥൫𝑤ሺ1 െ 𝑦ሻ൯𝜓௥൫𝑤ሺ1 െ 𝑦ሻ൯ሺ1 െ 𝑦ሻఊ𝑒௬௪𝑑𝑦
ଵ

଴ . 
Для 𝑘 ൌ 2 маємо 

 𝜓ଶ
௡,௜ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ ׬ 𝜓ଶ

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧

଴
ௗ
௝ୀଵ  

 ൅ ଵ

ଶ
∑ ׬ 𝜓ଵ

௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝜓ଵ
௡,௟ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑏௝௟

௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧
଴

ௗ
௝,௟ୀଵ . 

Враховуючи (11) і використовуючи теорему 1 з 𝛾 ൌ 2, отримуємо, 
що 

 lim
௧,௡→ାஶ

టమ
೙,೔ሺ௧ሻ

௧య ൌ 𝑢௜
஻

ଶ

ቀ∑ ௫ೕ
೏
ೕసభ ቁ

మ

ሺெೌሻయ 𝜓ଶሺ𝑤ሻ, 

де 𝜓ଶሺ𝑤ሻ ൌ ׬ ቀ𝜓ଵ൫𝑤ሺ1 െ 𝑦ሻ൯ቁ
ଶ

ሺ1 െ 𝑦ሻఊ𝑒௬௪𝑑𝑦
ଵ

଴ . 
Отже, базу індукції задано. Нехай (18) виконується для всіх 

 𝑘 ൑ 𝑟 െ 1. Тоді  
 ଵ

ଶ௧మೝషమ ∑ 𝐶௥
௞௥ିଵ

௞ୀଵ ∑ ׬ 𝜓௞
௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝜓௥ି௞

௡,௟ ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑏௝௟
௡,௜ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧

଴
ௗ
௝,௞ୀଵ ௧→ାஶ

ሱ⎯⎯ሮ 

 ቀ஻

ଶ
ቁ

௥ିଶ ቀ∑ ௫ೕ
೏
ೕసభ ቁ

ೝ

ଶሺெೌሻమೝషమ ∑ 𝐵௟௝
௜ 𝑢௟𝑢௝

ௗ
௝,௟ୀଵ ∑ 𝐶௥

௞௥ିଵ
௞ୀଵ 𝜓௞ሺ𝑤ሻ𝜓௥ି௞ሺ𝑤ሻ, (19) 

тому (18) є наслідком (19) і знову ж таки теореми 1, на цей раз із 
 𝛾 ൌ 2𝑟 െ 2.  
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Нехай 𝜏 ൒ 𝑡. Для такого 𝜏, що ି௖బ

ହ௖ర ୫ୟ୶ሼଵ,௧మሽ
൑ ఒ

ఛమ ൑ 0, використовую-
чи (6)-(8), отримуємо нерівність 

ቚ𝐹௡,௜ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ െ 1 െ 𝐹଴
௡,௜ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁቚ ൑ ቤ𝑒
ഊೣ೔

ഓమೡ೙,೔ െ 1 െ ఒ௫೔

ఛమ௩೙,೔
ቤ ൅  

൅ ቤ𝑒
ഊೣ೔

ഓమೡ೙,೔ െ 1ቤ ׬ ቚℎ௜ ൬𝑢, 𝐹௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ െ 1ቚ 𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧
଴ ൅  

൅ ∑ ׬ 𝜀௝௞
௜ ൬𝑢, 𝟏 ൅ 𝐹଴

௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ 𝐹଴
௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ 𝐹଴
௡,௞ ቀ𝑡 െ

௧
଴

ௗ
௝,௟ୀଵ

െ𝑢, ఒ

ఛమቁ 𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ൅ ׬ ቚℎ௡,௜ ൬𝑢, 𝐹௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ െ ℎ௡,௜ ൬𝑢, 1 ൅ 𝐹଴
௡ ቀ𝑡 െ

௧
଴

𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ቚ 𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ.                                                                                        (20) 
Перший член правої частини (20) за абсолютною величиною не 

перевищує ൬
ఒ௫೔

ఛమ௩೙,೔
൰

ଶ

. Третій член, завдяки (7), не перевищує 

ቀଶсఒ

ఛమ ቁ
ଶ

max
௟

∑ ׬ 𝜀௝௞
௡,௟ ൬𝑢, 𝟏 ൅ 𝐹଴

௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ 𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧
଴

ௗ
௝,௟ୀଵ . За умовами (2) 

та (7) можемо стверджувати, що третій доданок не перевищує 

𝐶ଵ ቀଶсఒ

ఛమ ቁ
ଶ

, 𝐶ଵ ൐ 0. 
Перейдемо до оцінки другого члена в (20). Очевидно, що 

 ቤ𝑒
ഊೣ೔

ഓమೡ೙,೔ െ 1ቤ ൑
|ఒ|௫೔

ఛమ௩೙,೔
, крім того  

 ℎ௡,௜ ൬𝑢, 𝐹௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ െ 1 ൌ ∑ 𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻௗ

௝ୀଵ ቀ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቁ 

 ൅ ଵ

ଶ
∑ 𝑏௝௞

௡,௜ሺ𝑢ሻௗ
௝,௟ୀଵ ቀ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቁ ቀ𝐹௡,௞ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቁ 

 െ ∑ 𝜀௝௞
௡,௜ ൬𝑢, 𝐹௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ௗ
௝,௟ୀଵ ቀ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቁ ቀ𝐹௡,௞ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቁ. 

Оцінимо ቚ𝐹௡,௜ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቚ: 

ቚ𝐹௡,௜ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቚ ൑ 𝐸 ൬ฬexp ൜𝜆 ∑
௫ೕ௒೔,ೕ

೙ ሺ௧ି௨ሻ

௩೙,ೕఛమ
ௗ
௝ୀଵ ൠ െ 1ฬ൰  

൑ |𝜆|𝐸 ൬∑
௫ೕ௒೔,ೕ

೙ ሺ௧ି௨ሻ

௩೙,ೕఛమ
ௗ
௝ୀଵ ൰,  

де остання нерівність випливає з елементарної нерівності  
|𝑒ି௫ െ 1| ൑ 𝑥, 𝑥 ൒ 0. Аналогічно до (12) можна стверджувати, що 
sup
௡∈ℕ

𝐸 ൫∑ 𝑌௜,௝
௡ ሺ𝑡 െ 𝑢ሻௗ

௝ୀଵ ൯ ൑ 𝐶ଶሺ𝑡 െ 𝑢ሻ, тому 

sup
௡∈ℕ

ቚ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1ቚ ൑ ஼య|ఒ|

ఛ
, 𝜏 ൒ 𝑡, 𝑗 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ. 

Тому, враховуючи умову (2), другий член не перевищує ஼య|ఒ|మ௫೔

ఛయ௩೙,೔
   

для будь-якого 𝜆 та 𝜏 ൒ 𝑡. 
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За теоремою 4.1.2 з [4]  
 ቚℎ௡,௜ ൬𝑢, 𝐹௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ െ ℎ௡,௜ ൬𝑢, 1 ൅ 𝐹଴
௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ቚ 

 ൑ ∑ 𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻௗ

௝ୀଵ ቚ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1 െ 𝐹଴
௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁቚ. 

Поклавши 𝜎ሺ𝜆, 𝜏ሻ ൌ sup
௡∈ℕ

max௜∈ሼଵ,…,ௗሽ ቊ൬
ఒ௫೔

ఛ௩೙,೔
൰

ଶ

൅ ஼య|ఒ|௫೔

ఛ௩೙,೔
൅ 𝐶ଵ ቀଶсఒ

ఛ
ቁ

ଶ
ቋ, 

отримуємо нерівність 
 ቚ𝐹௡,௜ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ െ 1 െ 𝐹଴
௡,௜ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁቚ ൑ ఙሺఒ,ఛሻ

ఛమ  

 ൅ ∑ ׬ 𝑎௝
௡,௜ሺ𝑢ሻ ቚ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1 െ 𝐹଴
௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁቚ 𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑢ሻ௧
଴

ௗ
௝ୀଵ . (21) 

Очевидно, що 
 lim

ఛ→ାஶ
𝜎ሺ𝜆, 𝜏ሻ ൌ 0, 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ. (22) 

Ітеруючи нерівність (21), встановлюємо, що  
 ቚ𝐹௡ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ െ 1 െ 𝐹଴
௡ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁቚ ൑ ఙሺఒ,ఛሻ

ఛమ 𝐻௡ሺ𝑡ሻ ∗ 𝟏, (23) 
де 𝑋 ∗ 𝑦 позначає добуток матриці і вектора. 

Використовуючи теорему 1 з [4, ст. 112], функцію ℎ௡,଴ሺ𝑢, 𝑦ሻ мож-
на подати у вигляді  
 1 ൅ ∑ 𝑎௝

௡,଴ሺ𝑢ሻௗ
௝ୀଵ ൫𝑦௝ െ 1൯ െ ∑ 𝜀௝

௡,଴ሺ𝑢, 𝑦ሻௗ
௝ୀଵ ൫𝑦௝ െ 1൯, (24) 

де 0 ൑ 𝜀௝
௡,଴ሺ𝑢, 𝑦ሻ ൑ 𝑎௝

௡,଴ሺ𝑢ሻ   і   lim
௬→ଵ

𝜀௝
௡,଴ሺ𝑢, 𝑦ሻ ൌ 0. 

Також з [2, ст. 465] відомо, що твірна функція 𝑓௡ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 𝐸൫𝑠ே ೙
బ ሺ௧ሻ൯ за-

довольняє рівняння 
𝑓௡ሺ𝑡, 𝑠ሻ ൌ 1 െ 𝐺଴ሺ𝑡ሻ ൅ ׬ ℎ௡,଴ ቀ𝑢, 𝐹 ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝑠ሻቁ 𝑓௡ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝑠ሻ𝑑𝐺଴ሺ𝑢ሻ.

௧
଴  (25) 

Ми будемо порівнювати 𝑓ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ 𝑓൫𝑡, 𝑒ఒ௫൯ із розв’язком рівняння  
 𝑓௡,଴ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ 1 െ 𝐺௡,଴ሺ𝑡ሻ ൅ 
 ൅ ׬ 𝑓௡,଴ ൬𝑢, 𝐹

௡
ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝜆ሻ൰ ቀ1 ൅ ∑ 𝑎௝

௡,଴ሺ𝑢ሻௗ
௝ୀଵ 𝐹଴

௡,௝ሺ𝑡, 𝜆ሻቁ 𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ,
௧

଴  (26) 

де 𝐹଴
௡,௝ሺ𝑡, 𝜆ሻ є розв’язками рівнянь (8). 

Розв’язок (26) шукатимемо у вигляді ряду  
 𝑓௡,଴ሺ𝑡, 𝜆ሻ ൌ ∑ 𝜑௞

௡ሺ𝑡ሻ ఒೖ

௞!
ାஶ
௞ୀ଴ , (27) 

коефіцієнти якого визначаються з рекурентних співвідношень 
 𝜑௞

௡ሺ𝑡ሻ ൌ ∑ 𝐶௞
௥௞ିଵ

௥ୀ଴ ∑ ׬ 𝜑௥
௡ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝜓௞ି௥

௡,௝ ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑎௝
௡,଴ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ௧

଴
ௗ
௝ୀଵ ൅ 

 ൅ ׬ 𝜑௞
௡ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ௧

଴ ,  
де 𝜑଴

௡ሺ𝑡ሻ ≡ 1, а 𝜓௞
௡,௝ሺ𝑡ሻ визначені в (10).  

При умові, що sup
௡

max
௝

𝐴௝
௡,଴ ൑ 𝑐, яку можна вважати виконаною 

завдяки (5), подібно до (14)-(15) можна встановити 
𝜑௞

௡ሺ𝑡ሻ ൑ 𝑑௞𝑡ଶ௞, 𝑘 ൒ 1, 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ, 
де 
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𝑑଴ ൌ 1, 𝑑௞ ൌ ∑ 𝐶௞
௥௞ିଵ

௥ୀଵ 𝑑௥𝑐௞ି௥𝑐ଶ௞ିଶ௥, 𝑘 ൒ 1, 
а с, 𝑐௞ ті ж, що і в (15). 

Безпосередня перевірка показує, що  
 ∑ 𝑑௞

ఒೖ

௞!
ାஶ
௞ୀଵ ൌ ଵ

ଵି
ඥభషర೎మഊ

మ

  

при |𝜆| ൑ ଵ

ସсమ, причому ряд зліва збігається абсолютно, а отже ряд (27) 

збігається абсолютно при |𝜆| ൑ ଵ

ସ௖ర ୫ୟ୶ሼଵ,௧మሽ
. 

Нерівність ଵ

ଵି
ඥభష೤

మ

൑ 2, 0 ൑ 𝑦 ൑ 1 також показує, що виконується нерів-

ність 
ቚ𝑓௡,଴ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁቚ ൑ 2.                                       (28) 
Нехай 𝐵௨

௡ሺ𝑥, 𝑦ሻ є вектором з координатами ∑ 𝑥௝𝑦௟𝑏௝௟
௡,௜ሺ𝑢ሻௗ

௝,௟ୀଵ , 
 𝑖 ∈ ሼ1, … , 𝑑ሽ, 𝑥 ൌ ሺ𝑥ଵ, … , 𝑥ௗሻ, 𝑦 ൌ ሺ𝑦ଵ, … , 𝑦ௗሻ. Тоді, зважаючи на зобра-
ження (10) та теорему відновлення, 

𝜓ଵ
௡ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ𝜓ଵ

௡,ଵሺ𝑡ሻ, … , 𝜓ଵ
௡,ௗሺ𝑡ሻቁ ~ ׬ 𝐻௡

௧
଴

ሺ𝑑𝑦ሻ ௫

௩೙
, 

𝜓௞
௡ሺ𝑡ሻ ൌ ቀ𝜓௞

௡,ଵሺ𝑡ሻ, … , 𝜓௞
௡,ௗሺ𝑡ሻቁ 

~ ଵ

ଶ
׬ 𝐻௡ሺ𝑑𝑢ሻ ∑ 𝐶௞

௥௞ିଵ
௥ୀଵ ׬ 𝐵௬

௡൫𝜓௥
௡ሺ𝑡 െ 𝑢 െ 𝑦ሻ, 𝜓௞ି௥

௡ ሺ𝑡 െ 𝑢 െ
௧ି௨

଴
௧

଴

െ𝑦ሻ൯𝑑𝐺௡,௜ሺ𝑦ሻ , 𝑘 ൒ 2, 𝑡 → ൅∞. 
Також  

𝜑௞
௡ሺ𝑡ሻ~ න 𝐻௡

଴ሺ𝑑𝑢ሻ ෍ 𝐶௞
௥

௞ିଵ

௥ୀ଴

෍ න 𝜑௥
௡ሺ𝑡 െ 𝑢 െ 𝑦ሻ𝜓௞ି௥

௡,௝ ሺ𝑡 െ 𝑢  
௧ି௨

଴

ௗ

௝ୀଵ

௧

଴

െ 𝑦ሻ𝑎௝
௡,଴ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑦ሻ , 𝑘 ൒ 1, 𝑡 → ൅∞. 

де 𝐻௡
଴ሺ𝑢ሻ – функція відновлення, що відповідає 𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ. 
Використавши теорему 1, встановлюємо за індукцією, що 

lim
௧→ାஶ

ఝೝ
೙ሺ௧ሻ

௧మೝ ൌ 𝜑௥ሺ𝑤ሻ, 
де 𝜑௞ሺ𝑤ሻ визначаються рекурентною формулою 

𝜑௞ሺ𝑤ሻ ൌ
𝐴଴

2𝑘𝑀଴
෍ 𝐶௞

௥

௞ିଵ

௥ୀ଴

൬
𝐵
2

൰
௞ି௥ିଵ ൫∑ 𝑥௝

ௗ
௝ୀଵ ൯

௞ି௥

ሺ𝑀௔ሻଶ௞ିଶ௥ න 𝜑௥൫𝑤ሺ1 െ 𝑦ሻ൯
ଵ

଴
 

𝜓௞ି௥൫𝑤ሺ1 െ 𝑦ሻ൯ሺ1 െ 𝑦ሻఊ𝑒௬௪𝑑𝑦, 𝑘 ൒ 1. 
Зважаючи на зображення (1) для твірних 𝐺ሺ𝑥, 𝑧, 𝜆ሻ та (27), для того щоб 
довести теорему, достатньо показати, що  
 lim

௧,௡→ାஶ
൬𝑓௡ ቀ𝑡, ఒ

௧మቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡, ఒ

௧మቁ൰ ൌ 0. (29) 

Користуючись (24), (25) та (26) при 𝑡 ൑ 𝜏 для ି௖బ

ହ௖ర ୫ୟ୶ሼଵ,௧మሽ
൑ ఒ

ఛమ ൑ 0 
можна записати 
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 𝑓௡ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ ൌ 

 ൌ ׬ ℎ௡,଴ሺ𝑢, 𝐹௡ሻ ൬𝑓௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ൰ 𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ௧
଴  

 ൅ ׬ 𝑓௡,଴ሺ𝑢, 𝐹௡ሻ൫ℎ௡,଴ሺ𝑡, 𝐹௡ሻ െ ℎ௡,଴ሺ𝑡, 1 ൅ 𝐹଴
௡ሻ൯𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ௧

଴  
 ൅ ׬ 𝑓௡,଴ሺ𝑢, 𝐹௡ሻ ∑ 𝜀௝

௡,଴ሺ𝑢, 1 ൅ 𝐹଴
௡ሻௗ

௝ୀଵ 𝐹଴
௡,௝ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝜆ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ,

௧
଴  (30) 

де 𝐹௡ ൌ 𝐹௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ , 𝐹଴
௡ ൌ 𝐹଴

௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ. 
Абсолютна величина першого доданка в (30) не перевищує  

׬  ቚ𝑓௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁቚ 𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ.
௧

଴  
За допомогою теореми 4.1.2 з [5] та (28) встановлюємо, що абсо-

лютна величина другого доданка в (30) не перевищує  
 2 ׬ ∑ 𝑎௝

௡,଴ሺ𝑢ሻௗ
௝ୀଵ ቚ𝐹௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 1 െ 𝐹଴
௡,௝ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁቚ 𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ௧
଴  

і тому, в свою чергу враховуючи (23), не перевищує 
 ଶఙሺఒ,ఛሻ

ఛమ ׬ ሺ𝐻௡ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ ∗ 𝟏, 𝑎௡,଴ሺ𝑢ሻሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ,
௧

଴  

де 𝑎௡,଴ሺ𝑢ሻ ൌ ቀ𝑎ଵ
௡,଴ሺ𝑢ሻ, … , 𝑎ௗ

௡,଴ሺ𝑢ሻቁ, а  ሺ𝑥, 𝑦ሻ позначає скалярний добуток. 
Третій член в (30) завдяки (17) та (28) не перевищує  

 ସ|ఒ|௖

ఛమ ׬ 𝜀௝
௡,଴ሺ𝑢, 𝟏 ൅ 𝐹଴

௡ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ.
ାஶ

଴  
В свою чергу, зважаючи на умову (5) та (24), 
 ସ|ఒ|௖

ఛమ ׬ 𝜀௝
௡,଴ሺ𝑢, 𝟏 ൅ 𝐹଴

௡ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻାஶ
଴ ൑ ஼ర|ఒ|

ఛమ  
Тоді, прийнявши 

 𝜎ଵ ሺ𝑡, 𝜆, 𝜏ሻ ൌ ସ|ఒ|஼ర

ఛ
 

൅sup
௡

ఙሺఒ,ఛሻ

ఛ
׬ ൫𝐻௡ሺ𝑡 െ 𝑢ሻ ∗ 𝟏, 𝑎௡,଴ሺ𝑢ሻ൯𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ௧

଴ , 

отримаємо оцінку  
 ቚ𝑓௡ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁቚ ൑ ଵ

ఛ
𝜎ଵ ሺ𝑡, 𝜆, 𝜏ሻ 

 ൅ ׬ ቚ𝑓௡ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡 െ 𝑢, ఒ

ఛమቁቚ 𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻ.
௧

଴  

Умова (3) теореми гарантує виконання умов теореми 1 і тому 
ఙሺఒ,ఛሻ

ఛ
𝐻௡ሺ𝑡ሻ ∗ 𝟏

ఛ,௧→ାஶ
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ 0, 𝜏 ൒ 𝑡, завдяки (22), а умова (5) гарантує обме-

женість ׬ 𝑎௡,଴ሺ𝑢ሻ𝑑𝐺௡,଴ሺ𝑢ሻାஶ
଴ , тому lim

௧,ఛ→ାஶ
𝜎ଵ ሺ𝑡, 𝜆, 𝜏ሻ ൌ 0. 

Ітеруючи останню нерівність, отримуємо  
 ቚ𝑓௡ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁ െ 𝑓௡,଴ ቀ𝑡, ఒ

ఛమቁቚ ൑ ଵ

ఛ
׬ 𝜎ଵ ሺ𝑡 െ 𝑢, 𝜆, 𝜏ሻ𝑑𝐻௡

଴ሺ𝑢ሻ௧
଴ . (31) 

Оскільки виконується умова (4), то за теоремою 1 
lim

௧,௡→ାஶ

ு೙
బሺ௧ሻ

௧
൑ 𝐶଴ ൏ ൅∞. Поклавши 𝑡 ൌ 𝜏 і спрямувавши в (31) 𝑡 та 𝑛 до 

нескінченості, отримуємо (29). 
Теорему доведено. 
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Зауваження 1. Якщо 𝑤 ൌ 0, то використовуючи теорему 3 з [3], 

можна встановити, що 𝐺ሺ𝑥, 𝑤, 𝜆ሻ ൌ ቌ𝑐ℎඨ
ିఒ஻ ∑ ௫ೕ

೏
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In this paper, we considernear-critical multi-type age-dependent 

branching processes with immigration. It is known that critical processes, 
total numbers of particles in process born by t, divided by t2converges in 
probability to infinitely divisible law, whose Laplace transform is explicitly 
given. Here, we find limiting distributions for a broader class of processes 
that approach critical process as 𝑡 → ∞. 

Key words: branching process, renewal equations, near-critical 
process, immigration. 


