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В роботі досліджуються зв’язки ( )mn, -форм виду +++ Kn mss 10   

,1
1

n n
n ms −
−+  Qmsi ∈,  із узагальненими діофантовими рівняннями Пел-

ля, алгебраїчними рівняннями n -го степеня та рекурентними дробами. 
Ключові слова: (n,m)-форми, параперманент, одиниці полів, діо-

фантові рівняння, рекурентні дроби, раціональні наближення. 
 

Вступ 
Відомо, що у другому розділі монографії [1] Делоне і Фадєєв 

пропонують техніку обчислень для кубічних чисел. 
 

1. Попередні поняття та теореми 
1.1. Алгебраїчні форми n-го порядку. 

Означення 1. Алгебраїчною (n,m) -формою, або коротко (n,m)-
формою називають дійсне число  
       ,1

110
n n

n
n msmssx −

−+++= K  Nn∈               Qmsi ∈,    (1) 
або n -вимірний вектор           ( ).,,, 110 −= nsssx K     (2) 
 

Очевидно, що множина ( )mn, -форм із звичайними операціями 
додавання та множення утворює поле. 

1. Ізоморфізм (n,m)-форм із деяким класом матриць 
( )mn, -формі (1) поставимо у відповідність циркулянт n -го порядку 
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а ( )mn, -формі (2) – матрицю виду 
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Кожна із двох останніх матриць однозначно задана своїм першим 

стовпцем. 
Позаяк добуток ( )mn, -форм 

,1/
1

/
1

/
0

/ n n
n

n msmssx −
−+++= K     (5) 

,1//
1

//
1

//
0

// n n
n

n msmssx −
−+++= K     (6) 

 
є ( )mn, -формою виду 

,1
110

n n
n

n msmssx −
−+++= K  

де 

,
1

1

///

0

/// ∑∑
−

+=
−

=
− +=

n

ij
jij

i

j
jiji ssmsss  1,,1,0 −= ni K   (7) 

 
і відповідає першому стовпцю добутку матриць /X  і ,//X  які відпові-
дають ( )mn, -формам (5), (6), то справедлива 

Теорема 1. Множини ( )mn, -форм (1), (2) ізоморфні відповідно 
множинам матриць (3), (4). 

Таким чином, k -тому степеню ( )mn, -форми (5) відповідає k -тий 
степінь матриці 
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або матриці 
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Очевидно також, що якщо останні дві матриці помножити відпові-

дно на матриці-стовпці 
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то отримаємо відповідно матриці-стовпці 
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де is  задаються рівностями (7). 
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Для довільної ( )mn, -форми 
n n

n
n msmssx 1

110
−

−+++= K  
можна знайти лише одну ( )mn, -форму 

,1
110

n n
n

n msmssx −
−+++= K  

таку, що їх добуток xx  є деяким дійсним числом. При цьому ( )mn, -
форму x  називають спряженою до ( )mn, -форми ,x  а їх добуток – нор-
мою останньої і позначають через ( )., mn  

Нехай X  і X  – матриці відповідні ( )mn, -формі 
n n

n
n msmss 1

110
−

−+++ K   

і спряженій ( )mn, -формі .x  Тоді 
( ) ,, EmnXX ⋅=⋅  

де E  – одинична матриця, причому, норма ( )mn, -форми x  дорівнює 
детермінанту матриці ,X  а матриця відповідна спряженій ( )mn, -формі 
x  є оберненою матрицею до матриці ,X  помноженої на детермінант 
матриці .X  

Таким чином, n -вимірним узагальненням рівняння Пелля 
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Використовуючи поліноміальну формулу легко довести тотож-
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Однак цією формулою для піднесення ( )mn, -форм до k -го степе-
ня користуватися незручно, бо вона пов’язана із впорядкованими роз-
биттями числа n  на цілі невід’ємні доданки. 

1.2. Парафункції трикутних матриць (таблиць) 
Нехай K  – деяке числове поле. 
Означення 2. [3]. Трикутну таблицю 
 

nnnnn aaa

aa
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L
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    (8) 

 
чисел із числового поля K  назвемо трикутною матрицею. 

Кожному елементу ija  трикутної матриці (8) поставимо у відпові-
дність ( )1+− ji  елементів ,ika { },,, ijk K∈  які назвемо похідними еле-
ментами трикутної матриці, породженими ключовим елементом ija . 
Ключовий елемент трикутної матриці одночасно є і його похідним еле-
ментом. Добуток всіх похідних елементів, породжених ключовим еле-
ментом ija  позначимо через { }ija  і назвемо факторіальним добутком 
цього ключового елемента, тобто 

{ } .∏
=

=
i

jk
ikij aa  

Означення 3. [3]. Нехай A  – трикутна матриця (8). Парадетермі-
нантом та параперманентом цієї матриці називають відповідно числа 
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де підсумовування проводиться за множиною натуральних розв’язків 
рівняння .1 npp r =++K  

Більш докладну інформацію про парадетермінанти і парапермане-
нти та їх властивості можна знайти у [3]. 

1.3. Одноперіодичні рекурентні дроби 
Нехай дано алгебраїчне рівняння n -го порядку 
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1
1 ≠+++= −−

nn
nnn aaxaxax K    (9) 
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побудований при допомозі коефіцієнтів цього рівняння, який слугува-
тиме позначенням дробу, чисельником якого є параперманент m -го по-
рядку ,mP  утворений видаленням із цього виразу вертикальної риски, а 
знаменником параперманент ( )1−m -го порядку mQ  без першого стовп-
ця параперманента чисельника. 

Якщо у виразі (10) здійснити граничний перехід при ,∞→m  то 
отримаємо одноперіодичний рекурентний дріб n -го порядку 
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Теорема 2. [4]. Нехай задане алгебраїчне рівняння (9) із попарно 

різними коренями. Якщо для m -го раціонального вкорочення однопері-
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одичного рекурентного дробу n -го порядку (11) існує скінченна нену-
льова дійсна границя при ,∞→m  тобто 

,0lim ≠=
∞→

x
Q
P

m

m

m
 

то такий рекурентний дріб n -го порядку є зображенням дійсного кореня 
алгебраїчного рівняння (9) з найбільшим модулем. 

Докладніше про рекурентні дроби можна прочитати у [4]. 
 

2. Зв’язок (n,m)-форм з алгебраїчними рівняннями 
Знайдемо цілі коефіцієнти рівняння  
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коренем якого є ( )mn, -форма 
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Головний мінор r -го порядку цієї матриці позначимо через (див. [2]): 
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де 
.21 riii <<< K  

Характеристичне рівняння 
( ) ,xExdet 0=−  

матриці (13), як відомо, має розгорнутий вигляд 
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Згідно з теоремою Гамільтона-Келі, кожна квадратна матриця за-
довольняє характеристичне рівняння, тому справедлива тотожність 
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1, nnnn
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n
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n
n aXaXaXaX ++++= −

−− K   (15) 
є коефіцієнтами (14), де X  – матриця (13). 

Нехай матриця X  в рівнянні (15) задана рівністю (4), тоді коефіці-
єнти jna ,  рівняння (12), коренем якого є ( )mn, -форма (2), можна знайти 
користуючись рівностями (14). Таким чином, справедлива 

Теорема 3. Якщо ( )mn, -форма 
n n

n
n msmssx 1

110
−

−+++= K  
є коренем рівняння 
 

,,
1

1,
2

2,
1

1, nnnn
n

n
n

n
n axaxaxax ++++= −

−− K  
то коефіцієнти цього рівняння дорівнюють 
 

( ) ,1
211 21

211
, ∑

≤<<<≤

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

niii j

jj
jn

j
iii
iii

Xa
K L

L
 

де 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

r

r

iii
iii

X
L

L

21

21  

головні мінори матриці 
 

.

01321

10432

34012

23101

12210

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−−−

−−−−

−

−−

sssss
msssss

msmssss
msmsmsss
msmsmsmss

X

nnn

nnnn

n

nn

L

L

MLLLLM

L

L

L

 

 
Справедлива  
Теорема 4. ( )1, +nmn -форма виду 

( ) ( )n nnn nnn nnn mmmmmm 1221 111 −−−− +++++++ K  
 

є коренем алгебраїчного рівняння 

.
121

2211
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −−−−

n
n

mx
n

n
xm

n
xm

n
x nnnnn K  

Доведення. Оскільки всі головні мінори однакового порядку мат-
риці 
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( ) ( )
( ) ( )
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⎟
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎛
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−
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−−−
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1
1
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nnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnn
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mmmmm

mmmmmmm
mmmmmmm
mmmmmmmm

L

L

LLLLLL

L

L

L

 

 
рівні між собою, то достатньо знайти один з них. Знайдемо головний 
мінор s -го порядку матриці 

( ) ( )
( )
( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++
+++

−+−+−−

−−−−

−−−

−−

121

4123

312

21

1
11
111

nsnsnsn

nsnnn

nsnnn

nsnnn

mmmm

mmmmm
mmmmm
mmmmmm

L

LLLLL

L

L

L

 

 
Помножимо перший стовпець на – 1,,2,1, −= srmr K  і додамо до 

( )1+r -го стовпця, тоді отримаємо детермінант матриці 

.

000

00
10

1

43

32

21

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−−

−−

L

LLLLL

L

L

L

sn

sn

sn

sn

m

mm
mm
mmm

 

Розкладемо останній детермінант за елементами першого стовпця, 
отримаємо 

( ) .1 1 sns m −+−  
Таким чином, згідно з теоремою 3 коефіцієнт sna ,  дорівнює 

( ) ( ) .11 11
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− −−+−

s
n

m
s
n

m snsnss  

3. Деякі обчислення пов’язані з алгебраїчними  
рівняннями n -го степеня 

Теорема 5. Якщо 
,,1,

2
2,

1
1, nnnn

n
n

n
n

n axaxaxax ++++= −
−− K  

і 
,,,1,

2
2,

1
1, mnAxAxAxAx nmnm

n
m

n
m

m ≤++++= −
−− K  

то виконуються рівності 
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⎢
⎢
⎢
⎢
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⎡

=
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n
n

n

n

n
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n
in
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nn
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n
n

n
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nn

n
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inn

inn

inn

nn

n
n

n

n

in

n
n

in

in

im

a
a

a

a

a

a

a

a

a

a
a

a

a

a

a

a

a

a

a
a

a

a

a

a

a

a
a

a

a

a

a

a

a
a

a

a

a

a
a

a
a

A

LL

OLLLLLLLM

LL

OLLLLLM

L

L

OLLM

(16) 
де .,,2,1 ni K=  

Доведення. При nm =  рівність (16) очевидно виконується. Пока-
жемо, що виконується індукційний крок. 

Маємо 
.,11,1,1

1
1,1

1
nmnm

in
im

n
m

m AxAxAxAx +−+
−

+
−

+
+ +++++= KK  

З іншої сторони маємо рівності 
=++++= −

−+ xAxAxAxAx nmnm
n

m
n

m
m

,
2

1,
1

2,1,
1 K  

( ) =++++++++= −
−

−
−− xAxAxAaxaxaxaA nmnm

n
mnnnn

n
n

n
nm ,

2
1,

1
2,,1,

2
2,

1
1,1, KK

 
( ) ( ) ( ) .1,,,1,1,1,1,,

1
2,1,1, mnnnmmnn

in
immin

n
mmn AaxAAaxAAaxAAa ++++++++= −

−
+

− KK

 
Отже, справедливі рівності 

1,1,,,1 ++ += imminim AAaA  
Але неважко побачити, що при розкладі параперманента imA ,1+  за 

елементами першого стовпця, ми отримаємо вираз .1,1,, ++ immin AAa  
Наслідок 1. Якщо 

,,1,
2

2,
1

1, nnnn
n

n
n

n
n axaxaxax ++++= −

−− K  
і 

,,,1,
2

2,
1

1, mnAxAxAxAx nmnm
n

m
n

m
m ≤++++= −

−− K  
то коефіцієнти imA ,  можна знайти із рекурентних рівнянь 

,,,2,1,1,1,1,21,1,1,, niAaAaAaA inmnnminminim KK =+++= −+−−+−  
в яких 
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.0,1, 1,01,21,11,1, ===== −− AAAaA nnnn K  
Доведення. Випливає із розкладу параперманента (16) за елемен-

тами першого стовпця. 
При 3=n  наслідок 1 запишеться у вигляді: 

якщо 
,3,3

1
2,3

2
1,3

3 axaxax ++=  
і 

,3,3,
1

2,
2

1, mAxAxAx mmm
m ≤++=  

то коефіцієнти 3,2,1,, =iA im  можна знайти із рекурентних рівнянь 
,1,33,31,22,31,11,31, −−− ++= mmmm AaAaAaA  

,1,23,31,12,32, −− += mmm AaAaA  

,,6,5,4,1,13,33, K== − mAaA mm  

При цьому слід вважати, що .0,1, 1,01,11,21,31,3 ==== AAAaA  
Для порівняння наведемо аналогічний алгоритм Делоне і Фадєєва 

(див. [1], стор. 73): нехай маємо 
,23 NQS ++= ωωω  

і 
,2

mmm
m WVU ++= ωωω  

тоді коефіцієнти mmm WVU ,,  можна знайти відповідно із співвідно-
шень 

( ) ,
!!!

!
232

γβα

γβα γβα
γβα NQSU

m
m ∑

−=++

++
=  

,1 SUUV mmm −= +  
.12 QUSUUW mmmm −−= ++  

Зауважимо, що аналогічні алгоритми при 3>n  в існуючій літера-
турі не розглядалися. 

Теорема 6. Якщо ( )kn, -форма має вигляд 
n n

n
n kskssx 1

110
−

−+++= K , 
то інші суміжні корені анулюю чого полінома над полем раціональних 
чисел даної форми мають вигляд: 

( ) n nin
n

ni
i kskssx 11

110
−−

−+++= εε K  
де ε  – первісний корінь n -го степеня з одиниці, .1,,1 −= ni K  

Доведення. Для уніфікації позначень ( )kn, -форму x  також розгля-

датимемо у вигляді .nx  Покажемо, що для кожного k  ∑
=

=
n

i

m
im xS

1
 не 

залежить від коренів і належить полю раціональних чисел. 
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Спочатку розглянемо ,
1

01
∑∑
−

==

=
n

i

ipp
n

i

ip εεε  але оскільки ε  – первіс-

ний корінь n -го степеня з одиниці, то .
1

1

0
∑∑
=

−

=

=
n

i

ip
n

i

ip εε  Тобто 0
1

=∑
=

n

i

ipε  

якщо p  не кратне .n  
В формулі m

ix  (не зводячи подібні доданки) кожен доданок матиме 
вигляд 

( ) ( ) n ppppi
pp

n pip
p

n pip
p

mm

m

mm

m
kssksks ++++=⋅⋅ KKKK 11

1

11

1
εεε , 

де { }.1,2,,2,1,0,,1 −−∈ nnpp m KK  Тоді в ∑
=

=
n

i

m
im xS

1
доданки перегру-

пуємо в групи з однаковими наборами ,,,1 mpp K  і кожна така група ма-
тиме вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( ) .11

1

11

1
11

n pp
n

i

ppi
pp

n

i

n ppppi
pp

mm

m

mm

m
ksskss ++

=

++

=

++++ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑ KKKK KK εε  

Отже, якщо mpp ++K1  не є кратна ,n  то дана група доданків до-
рівнює нулю, якщо ж mpp ++K1  кратна ,n  то дана група доданків є 
раціональним числом. 

За формулами Ньютона mσ  (елементарні симетричні вирази від 

nxx ,,1 K ), nm ,,1K=  виражаються через ,, mqSq ≤  і ., mrr <σ  Так як 

11 S=σ  і всі mS  раціональні числа, то і всі ,mσ  де nm ,,1 K=  теж раціо-
нальні числа. А за формулами Вієта поліном ( ) ( ) [ ],1 xQxxxx n ∈−− K  
що й доводить теорему. 

Для деяких прикладних задач більше значення має не самий ви-
гляд суміжних коренів ( )kn, -форми, а відповідь на питання: чи є дана 
форма найбільша за модулем серед своїх суміжних коренів? Це питання 
є достатньо складним і потребує більш ґрунтовного дослідження, проте 
з вищенаведеної теореми випливає очевидний наслідок. 

Наслідок 2. Якщо Nnsss n ∈− ,,,, 110 K  невід’ємні раціональні чи-

сла, то ( )kn, -форма n n
n

n kskssx 1
110

−
−+++= K  є найбільшою за мо-

дулем серед своїх суміжних коренів анулюючого полінома над полем 
раціональних чисел. 

Таким чином, при допомозі теореми 3 для кожної ( )mn, -форми (1) 
можна записати алгебраїчне рівняння n -го порядку, коренем якого вона 
являється. Більше того, згідно з наслідком 2 ця форма має найбільший 
модуль серед модулів суміжних коренів алгебраїчного рівняння. Тому, 
використовуючи теорему 2, при допомозі раціональних вкорочень від-
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повідних рекурентних дробів, можна будувати раціональні наближення 
(10) до ( )mn, -форм (1). 

Теорема 7. Якщо ( )mn, -форма (1) з невід’ємними коефіцієнтами 
1,,1,0, −= nisi K  є коренем алгебраїчного рівняння (9), то рекурент-

ний дріб (11) є її зображенням, а його m -те раціональне вкорочення  
(10) – її раціональним наближенням. 
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